Regeni realnych a komplexnich problémi v programu Mathematica
Ilja Cerny, Praha

(Pfedneseno na setkan{ uzivateli sw Mathematica dne 14.9.2005)
Moto: Miseni redlnych a komplexnich metod md pro redlny kalkulus zhoubné ndsledky.
1. Algebraické apravy
(Druhd) odmocnina je v MATH definovana rovnosti
(1) Sart[#_] := Exp[3Log[x]],

kde ,,Log“ je hlavni hodnota komplezniho logaritmu (s body nespojitosti na nekladné ¢asti
realné osy). MATH v disledku toho nemize upravit vyraz

(2) Sqrt[a b] — Sqrt[a] Sqrt[b],
protoze nemusi vyjit 0. Je totiz napf. a = b= —1,je a b = 1, Sqrt[a] = Sqrt[b] = i, takZe
Sart[a b] — Sqrt[a] Sqrt[b] =1 —(—1) = 2.

(Dodame-li ovSem v (2) ,Assumptions — a > 0 A b > 0%, nula vyjde.)
Podobné je tomu (pro ¢ = b = —1) s vyrazem

(3) Log[a b] — (Log[a] + Log[b]) = 0 — (iw + iw) = —2mi.

V redlném kalkulu se bézné uziva identita
(4) Sqrt[a] Sqrt[b] = Sqrt[a b], ma-li leva strana smysl,
tedy v piipadé, 7ze a > 0, b > 0 (at jiz jsou a, b &isla, nebo funkce). Identitu (4) (a identity
podobné, napf. pro podil) nelze samoziejmé uzivat ,zprava doleva“, coz MATH bohuzel
casto ¢ini.

Priklad.
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primitivni funkce vlevo existuje jen v intervalu (1, 2), vpravo je pét odmocnin ze zapornych
funkci. VSimnéme si hlavné nedovoleného rozkladu odmocniny podilu na podil odmocnin.
MATH pfesto spravné kresli graf. (Vznikne z grafu funkce (6’) posunutim o = doli.)

Aplikujeme-li na (5) ,,FullSimplify “, ziskdme vyraz, ktery se od piedchoziho p¥ilis nelisf;
pridame-li vsak podminku 1 < x < 2, dostaneme
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(6) —\/—(—2+:L’)(—1+:L’)—ArcTan -1+

co je vysledek po vécné strance zcela spravny. Dali bychom v8ak asi pfednost mensimu mnoz-
stvi minus@ v prvnfm vyrazu a zlomku (2—2z)/(z—1) pod druhou z odmocnin. Standardnim
vypoctem dostaneme primitivni funkci

(6") ArcTan[ ;_1] _\/m;

—

s politovanim musim konstatovat, zZe derivaci této funkci MATH predklada ve tvaru, ktery

se mi nepodafilo zadnym zplisobem prevést na \/(z — 1)/(2 — ). Domnivam se, Ze hlavni
prekdzkou je absence dprav typu (4).
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GRAF FUNKCE (6)

Poznamka 1. MATH se ve svych verzich (ispé&né) snazi pFid4vat k vysledkim i obory
jejich platnosti.
Pfiklad. Kazdy vysokoskolsky ucitel analyzy jisté vysoce oceni, ze podle MATH je

(7) Integrate[Exp[a ] Sin[b z], {z, 0, Infinity}] = iff b € Reals && Re[a] < 0,

a? 4+ b2’

protoze se jedna o vyznamny posun od bezmyslenkovitého kalkulu k matematické analyze.

MATH dovede posoudit, jaké znaménko mé dany vyraz, a nemél by proto pro ni byt
problém, aby sama pridala do (5) dodatek ,if 1 < z < 2 a v souladu s tim zachdzela
s odmocninami. Bran{ j{ v tom pravdépodobné snaha o platnost (5) i v komplexnim oboru.

2. Absolutni hodnota a logaritmus

Je velka skoda, ze MATH neumi derivovat absolutni hodnotu : Dokazuje to ,rozpacita®
rovnost

(8) D[Abs[z], z] = Abs'[z]
a p¥i¢inou je nevhodnd definice absolutni hodnoty.*) Podle MATH je vSak

(9) D[Sqrt[2?],z] =

3
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a kdyby se uzivala definice
(10) |z|:= Va2 pro viechna z ¢ R,

byl by na pravé strané (9) vyraz

X

(11) = Sign|[z],

|z

ktery mé dobry smysl pro vsechna x € R riznd od nuly, tedy pravé pro ta x, pro néz plati
identita

(12) (lz])" = Sign|[z].

Je ovéem otazka, zdali zde nehraje opét neblahou tilohu snaha o slucovéani realného a kom-
plexniho oboru, protoze v komplexnim oboru lze sice obecnéji polozit

(13) |z] ;= VRe?z + Im? 2,

ale takto definovand funkce nema derivaci podle komplexni proménné z nikde v C.

*) Srov. se str. 134-135 a 138-139 vynikajici knihy Wellin—Gaylord- Kamin: An Introduction to Prog-
ramming with Mathematica.
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S timto problémem souvisi dalsi, neméné dilezity problém: MATH pise
(14) Integrate[1/z, 2] = Log[z],

co? je nedplny vysledek, protoze prava strana ma (redlny) smysl jen pro z > 0, zatimco levd
strana, spojitd 1 v R_, mé i tam néjakou primitivni funkci. Spravny, kompletni vysledek je

(15) Integrate[1/z, ] = Log[|z|] v R_ av Ry,

ale MATH jej ke své skodé neuzivd — mozné proto, ze derivovanim neni schopna ovéfit jeho
spravnost, mozna proto, ze v komplexni roviné, z niz je odstranéna nekladna cast realné osy,
je vysledek (14) spravny.

S netiplnou identitou (14) souvisi nekoneéné mnoho dalsich netiplnych vysledki: Integru-
jeme-li logaritmickou derivaci f'/f funkce f, kterd je nékde kladn4, jinde zdporné, d4 ndm
MATH vysledek zpravidla jen tam, kde je f > 0.

Ptiklad. Podle MATH je napft.
(16) Integrate[Cot [2], 2] = Log[Sin[z]],
zatimco spravny vysledek je
(17) Integrate[Cot[z], 2] = Log][]| Sin [2]]].

P¥i pokusu nakreslit graf funkce (16) v intervalu (0,47) pak MATH samoziejmé hlasi
chyby a graf nakresli jen v intervalech (0, 7) a (27, 37).
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GRrAFY FUNKCT Log[Sin[z]] A Log[Abs[Sin[z]]]

Pozndmka 2. Nékdo moznd namitne, Ze absolutni hodnoty si kazdy ($toura) mize snadno
dopsat. Pro¢ bychom vsak méli védomé psat nelplné vysledky, mizeme-li bez potizi napsat
Gplné? Navic v pfipadech, kdy primitivn{ funkci hleddme pomoci nékolika substituci (a tfeba
i integraci per partes) a vysledek jesté upravujeme, nemusime ex post vibec poznat, kam
absolutni hodnota patii. A co v pfipadech, kdy MATH dava misto redlnych feseni vysledky,
v nichz jsou logaritmy neredlnych, nebo zapornych vyraza?

3. Funkce arkuskotangens: ArcCot a arccotg

Cyklometrické funkce arcsin, arccos, arctan a arccot jsou v komplexnim oboru definovany

jako inverzni analytické funkce funkei Sin, Cos, Tan a Cot. VSechny ¢tyfi jsou nekonecnéznad-
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né, ale podle véty o monodromii maji jednoznacné vétve v jednoduse souvislych oblastech,
v nichz jsou neomezené pokracovatelné; arcsin a arccos jsou pfitom neomezené pokracova-
telné v mnoziné C — {£1}, funkce arctan a arccot v mnoziné S — {+£i}. Vétvi je nekonetné
mnoho; vybere se jedna z nich a oznaci ArcSin, ..., ArcCot.

MATH voli jednoduse souvislé oblasti takto:

ArcSin, ArcCos Q) :=C—((—o0,—1) U (1,400))
(18) ArcTan Qg := C — ((—ioco, —1) U (i,+ic0))
ArcCot Q3 :=S—(—1,1)
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OBLASTI Q1, Qq, Q3

Na prvni pohled je patrna nesymetrie mezi prvni a druhou dvojici funkeci; neni zfejmé,
pro¢ se pro funkci ArcCot voli 3 a ne Q5. (Aby platila identita ArcTan z = ArcCot (1/2)7?)

V kazdém piipadé to méa katastrofdlni ndsledky na realné restrikce uvedenych 4 vétvi,
tedy na funkce, které uzivime v redlné analyze: Zatimco pro prvni tfi funkce je MATH ve
shodé s béznymi definicemi

(19) arcsin := (sin | (— 37, +7))_1, arccos := (cos|(0,7))_1,
' arctg = (tg|(—3m, 17))_1, arccotg := (cotg|(0,7))_1,

je patrné, 7e v pifpadé kotangenty nejsou definice stejné. Zatimco funkce (19) jsou spojité
a monoténni, o funkei ArcCot to neplati — neni ani monoténni, ani spojitd.
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GRAF FUNKCE ArRcCoT v MATH A vSUDE JINDE
Zatimco

(20) arcsin + arccos = $m a arctg + arccotg = £,

druhé z identit pro funkce ArcTan a ArcCot neplati. Uzivateli pfivyklému na béznou de-
finici arkuskotangenty nezbyva asi nic jiného, nez néjak nazvat a definovat ,svou“ funkci
arkuskotangens — napt. takto:

(21) ac[z_] := 27 — ArcTan[z] (pro viechna z ¢ R).
Ve véech vypoéctech a vysledcich se mu pak bude ,,17¢ plést.
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Bézné funkce arcsin z a arccos z jsou primitivnimi funkcemi v (—1, 1) funkef +1/v/1 — 22;
podobné jsou funkce arctg @ a arccotg @ primitivnimi funkcemi funkei +1/(1 + z?) v R,
Funkce ArcCot[z] tuto vlasinost nemd nap¥. proto, ze nenf spojita.

4. Primitivni funkce

MATH bohuzel nedodrzuje ani jednu z téchto (zdravych) zasad redlné analyzy:
a) Funkce primitivni (ke konecné funkci na intervalu) je spojitd.

b) Funkce primitivni k redlné funkci je redlnd.

Uvedme priklady:

A Jeli
2 2 2
(22) flz_]:= % pro véechna z e R,
je podle MATH
(22" Integrate[ f[z], ] = —ArcTan =
’ -2+ 2’

pficemz funkce f[z] je spojitd v R, funkce vpravo nespojita v bodech ++/2. Spravny vysledek
pfitom je

(22") ArcTan[z + 1] + ArcTan[z — 1] ;

(22') vzniklo asi uzitim nevhodného vzorce.
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1.R.: GRAFY FUNKCI f[z] A (227);
2.R.: GRAF FUNKCE (22') SE SVISLYMI USECKAMI A BEZ NICH

Poznamka 3. Asi bychom dali pfednost obrazkim, které nespojuji jednostranné limi-
ty svislymi tseckami, protoze tyto dsecky nejsou soucdsti grafu. Protoze to nedélal napt.
program DERIVE z r. 1988, nemélo by to po technické strance ¢init potize ani v MATH.

B. Béznymi metodami lze sice ziskat jednoduchy vysledek

1 Sinz — Cos z
(23) Integrate | In oS T

\/§+Sinx+C0sm’x] \/5(\/5+Sin:n+Cosm)
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(v intervalech tvaru (2kw — 37, 2k7 + 27), k € Z, ale MATH nabizi

—((1 4 3i) ++/2) Cos [/2] + ((1 + i) — i/2) Sin [z/2]
(1 +4) 4+ v/2) Cos [&/2] + i((—1 — i) +/2) Sin [2/2]

coz ,FullSimplify“ upravi na tvar

(23)

(144)+ (2i +V2)e®
(1+1) +v2ei®

Graf ani jedné z funkci (23') a (23") pritom MATH nedovede nakreslit. Nam se naopak
asi nebude chtit upravovat tyto vyrazy tak, abychom se dovédéli, zdali je to redlna funkce,
nebo ne; namétkovym dosazovanim hodnot (napf. 0, %ﬂ', apod.) v8ak zjistime, Zze aspori
nékteré jeji hodnoty realné nejsou.

Poznamka 4. Z tohoto prikladu je zfejmé, 2e MATH nehledd primitivni funkce tradicnimi
metodami redlného kalkulu, tj. substituci

(23") -

*) Tan[iz] =t nebo Cot[iz] =1t.
Pravdépodobné nevyuziva ani substituci
(**) Sin[z] =t resp. Cos[z] =t,

které maji v dobfe znamych situacich tu vyhodou, ze vznikla racionalni funkce ma ve jme-
novateli polynom poloviéniho stupné v porovnani se substitucemi (). Zd4 se to napovidat
nasledujici priklad.

C. Nékdy se stane, ze MATH ned4 zadny pouzitelny vysledek, i kdyz ,klasickymi meto-
dami® kalkulu lze primitivn{ funkci ziskat v nékolika mélo krocich. Je-li napft.

1 44/2 Cos [z]
(24) fle-1= Cos [z]* 4 Sin [z

1t

vede substituce Sin[2z] = y k vyrazu
42
1—2y% +2y*°
ktery mé smysl v celém R a ktery lze celkem snadno integrovat. Dostaneme funkci
V2y® + V2ay + 1]
V292 —2ay+ 11
kde a := (V2 4 1)'/2, a staci dosadit y = Sin[z], abychom ziskali funkei primitivni k (24)

v celém R.
MATH bohuzel (i po ,,FullSimplify“) nabizi jen vyraz

(25)

1
(26) 2a(ArcTan[a? 4 2ay] — ArcTan[a? — 2ay] 4+ — Log [
a

(26) V2RootSum|[1 + 6 #1% + #1° &,

@ (2ArcCot [Cot [2] — Csc[z] #1] — iLog[—1 + 2Cos[z] #1 — #1°]

+ vyraz podobny predchézejici Fadce &].
8
\ /\
i 2n
n 2n -2m -

GRAF FUNKCE (24) A (26) (Po DOSAZENI y = SIN[z])

-2T -
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Pfi integraci racionalni funkce v sinu a kosinu, spojité v celém R, vznika problém, ktery
bohuzel MATH nefesi, ackoli daleko primitivnéjsi a starsi program DERIVE jej jiz v roce
1988 zvladl: Pi{slusna primitivn{ funkce by méla byt (definovdna a) spojité také v celém R,
ale substituci Tan[1a] = ¢ 1ze uZit jen v intervalech tvaru ($(2k — )7, 1(2k + )7), k € Z.

MATH (na rozdil od DERIVE) neumi prislusnd parcidlni feSeni ,slepit®.
Ptiklad.

2 1
= — ArcTan]| 7 Tan[32]]

1
T4 0o T/ 3

neni definovana v lichych nasobcich @ a nem4 v nich ani limitu. DERIVE nabizi funkci

(27) Integrate[

r+ 7
2T

(28) % <7r Floor[ ] + ArcTan| % Tan[%x]]) ,

kter4 sice také neni definovéna vsude, ale v lichych ndsobcich 7 ma limitu (takze ji lze spojité
rozsifit) ; absence hodnot v téchto bodech v8ak zFejmé nebrani spravnému nakresleni grafu.

1
213
1/3

=31 =27 -t 0 T 21 31
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=31 =21 -7t 0 T 21 3n
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(GRAF FUNKCE —————— A JEJI PRIMITIVNI FUNKCE Vv MATH A v DERIVE

2 4 Cos[z]



