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1. KAPITOLA - Funkce

Funkce, viastnosti funkci
Reédlnd funkce f redlné proménné je predpis, podle kterého je kazdému x e R ptifazeno nejvyse jedno
y € R; zapisujeme y=f(x)

vite-li, ze primérna rychlost auta v = 75 km/h a pro ¢as t plati t€ {1h, 2h,3h,4h, 5h}. Zaneste vysledky
do grafu.

InfE4]:= glx J="T1i+x
Out[54)= 75 x

In57):= Table[{x, g[x]1}, {x, 1, 5}] // TableForm

Ot [3]4TableFormm=

1 75
2 150
3 225
4 300
5 375
thod sikm
In[6]:= Plot [Evaluate[%1], {x, 0, 6}]
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Out[]= = Graphics =

. S . . iye .
je rychlost dana vztahem v = e Vyjéadiime graficky pifimé umérnosti veli¢in, vyplyvajici z daného vztahu

(vzorce)

Reseni:
e Pii stalé (konstantni) rychlosti v je drdha pfimo umérna Casu, tj. plati funk¢ni rovnice
s = v*t
grafické znazornéni této zavislosti ukazuje obrazek:




n[112]:= Plot[fx, h[x]}, {x, 0, 3}]
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Velikost drahy s (za jednotku ¢asu) je vyjadiena obsahem piisluSného obdélniku.

ey o , . . S
Pti stalé rychlosti v je ¢as piimo umérny draze, tj. plati funkéni rovnice t =—
\'
Grafické zndzornéni této zavislosti ukazuje obrazek:
n[112]= PLot[{x, h[x]1}, {x, 0, 3}]

Ot [11:3]=

-~

Je zfejmé, Ze draha je pfimo imérna Casu.

Linearni funkce

Linearni funkce je kazdé funkce dana predpisemy =k x + q, kde ke R-{0}, kdeqe RD=H =R..
Grafem linearni funkce y =k x + q je pfimka prochazejici bodem [0,q].

Zvlastnim ptipadem linearni funkce je PRIMA UMERNOST (pfimka, prochazejici poc¢atkem).



Napf.: f:y=2x, D(P=R H({P =R

bt

funkéni  definiéni obor
pFedpis obor hodnot

gmaf funkee f vy = 2x

funkéni |
hodnoty: Y
2)=2.2; 41 —F[2 fi2)]
fi)=2.1 2-
I —=
4 5 x
nezivisie
proménnd
a)y=2x+3
Reseni:

Lineéarni funkce je pro k>0 rostouci, nema maximum ani minimum.
Vime, ze grafem je pfimka, tj. staci si zvolit za x libovolné dva body a dopocitame y.
Soufadnice bodli naneseme do soufadnicového systému Oxy.

In(z3= E£[x ] =2%x+3

Out[23]= 3+ 2 X

n[za)= Table [{x, £[x]1}, {x, -2, 1, 3}] // TableForm

Ot [29]4TableFom=
-2 -1

1 . A=[-2,-1]
B



In@:= Clear[f]
infi0]:= £[x 1 =2%x+3
Ouw[id]= 3+ 2x

In[i1]:= Plot [Evaluate[%10], {x, -6, 6}]

15 F

10+

Out[11]= = Graphics -
q, tj.usek, ktery vytina funkce na ose y je kladny

b)y=2x-3
obdobn¢ jako a)
In[@]:= Clear[£]

Inf12]:= £[x J=2x-3
Out[12] -3+ 2 X

n[i4)= Plot[Evaluate[*12], {x, -6, 6}]

Out[14]= = Graphics -

g, tj.usek, ktery vytind funkce na ose y je zaporny

c)y=-2x+3
Pro k<0 klesajici, nemd maximum ani minimum



In[@]= Clear[f]
n[15]= £[x 1=-2%X+3
Out[15]= 3 - 2%

n[6):= Plot [Evaluate[%15], {x, -6, 6}]

15t

10t

Out[16]= = Graphics =
g, tj.usek, ktery vytina funkce na ose y je kladny

d)y=-2x-3

In[@]:= Clear[£]
In[17]:= £[x 1=-2x-3
Out[iv]s -3 -2 X

2= Plot[Evaluate[%17], {x, -6, 6}]

-10

=15+
Out[1#]= = Graphics =
q, tj.usek, ktery vytina funkce na ose y je zaporny

e)y=3

Funkce y = q, kde q € R, se nazyva konstantni funkce. D =R, H= {q}.
Grafem konstantni funkce je pfimka rovnobézna s osou x:



In[@]:= Clear[£]
inf19]:= £x ] = +3
out[ia)= 3

npzo)= Plot[Evaluate[*19], {x, -6, 61]
[y
5t

gt

-6 -4 -z z 4 &
Out[20]= - Graphics -

q, tj.usek, ktery vytina funkce na ose y je kladny

fly=-3
Grafem konstantni funkce je pfimka rovnob€zna s osou X.
Funkce je nerostouci a neklesajici.

In@]:= Clear[f]
Inz1]:= £x ] = -3
outfzi]= -3

In[zz= Plot [Evaluate[%21], {X, -6, 6}]

il i ] -& 4 3 3

Out[2#]= = Graphics =

g, tj.usek, ktery vytind funkce na ose y je zaporny



x—2y—-2=0
Reseni:
Z kazdé rovnice soustavy vypocéteme y a dostaneme linearni funkce:
fiy=2x+2
X
y=—-1
gy >

Jejich grafy jsou piimky, které se protinaji v bod¢ P [-2,-2]; jeho soutfadnice x = -2, y = -2 jsou feSenim
dané soustavy rovnic.

In[i]= Solve[{2x-y==-2,X-2y-2==0}, {x, ¥}]
M[ll= {{®— -2, F+-2}}

nEl= f[x 1=2x+2

O[3l 24+ 2%

n(2]:= gfx J=0.9x-1

Out[@= -1+ 0.5x

n[zz]= Plot[Evaluate[*8], {x, -6, 6},
PlotStyle — RGBColor [0, 1, 0], PlotRange — {-3, 4}]

.

i

ZE

Out[22]= = Graphics -



In[31]:= Plot [Evaluate[%9], {x, -6, 6},
Plot5tyle — RGHBColor[1, 0, 0], PlotRange — {-3, 4}]
g

2k

2.
1 /Y=D.S><-1

-6 -4 -z //2 g &

Out[31]= = Graphics -

n[]= Show[%32, %31]

I /

Out[22]= = Graphics -

a) 3x+2y=6
4
2x=4- =
X 3y

Z kazdé rovnice soustavy vypocéteme y a dostaneme linearni funkce:

f: y=-%x+3

3
: =-—x+3
g y >

Grafy obou funkci jsou splyvajici ptfimky, vyhovuji vSechny dvojice [x - 1,5x + 3]



In[4s5]:= Clear[£]:
Clear[g]

In@7]= E[x] =-372x+3
3ix

D[ 3 - —
2

Inf43]= glx] = £[x]
3ix

Out[d8]= 3 - —
[#] >

InfE0l:= Plot [Evaluate[*47], {x, -6, 6},
PlotStyle — RGEBColor[0, 0, 1], PlotRange — {-3, 4}]

g -
2
=4 8
1F
- -4 —Iz z 4 &
-1F
-z[
-2l f=g
Out[50]= = Graphics -
b)
X+2y=2
3x +6y =1

Z kazdé rovnice soustavy vypocéteme y a dostaneme linearni funkce:



InE4]:= Clear[£]:
Clear[g]
Solve[x+ 2y ==2, ¥]

ower ({2 2521}

2-x
In[E7]= E[x] = T

2-x
2

Out [57]=

nf5é]= Plot [Evaluate[%57], {x, -6, 6},
PlotStyle — RGBColor [0, 1, 0], PlotRange — {-3, 4}]
.
A

21

Out[53]= = Graphics -

InfFa]:= Solve[3x+ 6y ==1, ¥l
1
Out[59]= {{y_; - a _3x)}}
1
In[E0]:= g[x] = E {(1-3x)
1
Ot [Gi0]= E (1 -3x)

In[62]:= Plot [Evaluate [%60], {x, -6, 6},
Plot5tyle — RGHColor[0, O, 1], PlotRange — {-3, 4}]

g -
2L
=L
1f

-& -4 “z e 4 &
-1t
—=f
-z g

Out[E2]= = Graphics -
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n[i4):= Show[%62, %58]

rovnobEzky

Out[G4]= = Graphics -
Ptimky f, g jsou rovnobé&zné riizné€, nemaji tedy zadny spolecny bod.
Soustava rovnic nema zadné feseni.

Kvadraticka funkce

Kvadraticka funkce je kazda funkce dana piedpisem y = a x> +b x+c, kde acR-{0},beR, ce R. D=R
Grafem kvadratické funkce je kiivka zvané parabola, jejiz osa je rovnob&zna s osou y.

O tom, zda parabola bude konkavni nebo konvexni, rozhoduje koeficient a u kvadratického ¢lenu.
Je-1i a >0, je parabola konvexni (rozevira se smérem nahoru)

Je.li a< 0, je parabola konkavni (rozevira se smérem doli)

11



2
y=ax +bx+c  vechol V[ e- 20

1
La=a n'p
/.
b
24
| @ , x
I D o
v ¢ fa
2 a0 by
»° v
o- 2 | _
EF |
|
|
£ |
|
|
! .
( X
AR
2a

e Mame-li sestrojit graf kvadratické funkce, je vhodné urcit souradnice vrcholu ptislusné paraboly a
je také vhodné urcit soutradnice jejich prusecikli s osami x,y.

y=x?

Reseni:

Nejjednodussi priklad - V=[0,0]

Zvolime né€kolik bodi za x a vypocitame y

Body zaneseme do systému Oxy a zakreslime parabolu

12



In(3:= g[x ] =x"2
oupi= xt

4= Table[{x, g[x]}, {x, -3, 3, 1}] /7 TableForm

Out [4]4TableForm=

-3 q
-2 4
-1 1
0 1
1 1
Z 4
3 q
g[x ]=x"2

¥
x

Plot[g[x], {x, -3, 3}]

= Graphics -

Funkce je zdola omezena, klesajici na intervalu (-o0,0) , rostouci na intervalu (0,+0), H=(0,+ o)

y:(X_4)2ay:(x—2)zay:X2>Y:(X+2)2,y:(X+4)2,

13



Reseni:
Clear[f]:
In[23]:= £[x ] =x*2

o[ ®o

n[z5]= Plot[Evaluate[%23], {x, —-10, 10}, PlotRange — {-4, 20},
PlotStyle — RGBColor[1, 0, 0]]

Zor
15+t

1ot

=10 =4 5 n

Out[z5]= = Graphics -

In[1]= Clear[£]:

mel= £[x ] = (x-4) 2
OutEE (-4 + %10

in[15]= Plot[Evaluate[%2], {x, -10, 10}, PlotRange — {-4, 20}]
25\-
15

10}

o
T

=10 -5 L] 1n

Out[15]= = Graphics -
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Clear[f]:
n[iE= 0% 1= (x-2) "2
Ou[E= (-2 +x)°
In[i7]:= Plot [Evaluate[¥16], {x, -10, 10}, PlotRange — {-4, 20}]

20

15

-10 -5 5 1a

Out[i7]= = Graphics =
Clear[f]:

nfz)= £[x 1= {x+2)"2|

outfig (240"

In[z0]:= Plot [Evaluate[%18], {x, -10, 10}, PlotRange — {-4, 20}]

20
15}
0|

5

/|

=10 -5 5 10

Out[20]= = Graphics -

15



Clear[f]:
1= £[x 1= (x+4) "2
outfEiE (dewnt

n[i= Plot[Evaluate[%21], {x, -10, 10}, PlotRange — {-4, 20}]

znZ
151
0
Bt
-10 -5

Out[zz]= = Graphicsz -

In[z6):= Show[%15, %17, %20, %22, %25]

-10 1a

Out[26]= = Graphics =

16



In[z7]:= Clear[£]

Infz3]:= £[x ] = {x+c) "2

Ou[EEE (o + )

n[zs]= Table[£[x], {c, -4, 6, 2}]

owpel {(-4+:)%, -2+, %, 2ex)t, (dexdt, Bam

n[z):= Plot [Evaluate[%29], {x, -16, 14}, PlotRange — {-4, 100}]

100

=13 =10 ] 5 n

Out[32]= = Graphics -

fiy=-x>+2x

Reseni:
D(f)=R
fiy=-(x*-2%x)
y=-(x2-2x+1)+1
y=-(x-1*+1
Grafem funkce f je parabola rozevirajici se smérem doli s vrcholem V =[1,1]
Priseciky grafu funkce f's osou x:
f(x)=0
-x2+2x=0
x(x-2)=0
x, =0, x,=2
Graf funkce f protina osu x v bodech [0,0], [2,0].
Prisecik grafu funkce f's osou y:
f(0)=-02+2.0=0
Graf funkce f protind osu y v bodé¢ [0,0].
H(f) = (-0, 1).
Graf funkce f je na obr.

17



Infz9]:= Clear[£]
Inf40]:= £fx ]=-x*2+2x
&

Out[dl]= 2% -x

3= Plot[Evaluate[%40], {x, -2, 4}, PlotRange — {-4, 4}]

Out[52]= = Graphics -

afiy=2x*-4x-6

bg:y=x*+2x+3

Reseni:

afiy=2x*-4x-6

Nejprve vypocitdme soufadnice vrcholu paraboly:

a)Podle vzorce
Parabola, ktera je grafem funkce f, se rozevird smérem nahoru (a>0) a jejim vrcholem je bod V =[1,8]

b) Danou funkci si pfepiseme do tvaru: y=2(x*-2x)-6
y=2(x-1)*-6-2
y=2(x-1)*-8

Prisecik s osou y:
f(0)=2.0>-4.0-6=-6
Graf funkce f protind osu y v bodé¢ [0,-6].
Priisecik s osou x: f(x) =0
fix)=0
2(x%-2x-3)=0
2(x+1)(x-3)=0
x,=-1,x,=3
Graf fce f protina osu x v bodech [-1,0] , [3,0]
Graf funkce f je sestrojen na obr.

18



ni]= £[x ]=2x%x"2-4x-6
Outfjs -6 - 4% + 2%
4= Solwve[+3f (2 +2) == x,]
Outf]= {{x—1}}
1= Solve[{—(16 + {2+ 2+633 /7 (223 == ¥,]
Dut[1]= {{¥—-5}}
In[12]:= £[0]
Ou[iz]= -6
In[13]:= Solve[2x"2 -4 X -6 == 0 x]

oufis= {ix— -1}, {x =311
Graf funkce:

n[e= Plot[£[x], {x, -3, 5}]

20
15 ¢
10t

5 F

Out[16]= = Graphics -

b) gy=x2+2x+3
D, =R
gy=x+1)2+2
Grafem funkce g je parabola rozevirajici se smérem nahoru s v rcholem V[-1,2].
Prusecik grafu funkce g s osou y: g(0)=0*+2.0+3=3
Graf funkce g protiné osu y v bodé [0,3].
H,=( 2,+x )

Graf funkce g je sestrojen na obr.

19



TmplicitPlot[x*2 + 2x+ 3 == 0]

oo} ImplicitPlot[3+ 23 + %" == 0]

1= Plot[£[x], {x, -3, 3}, PlotRange — {0, 5}]

Out[z1]= = Graphics =

Grafické reseni kvadratické rovnice

Podle vzajemné polohy paraboly y=x* a ptimky, ktera je grafem funkce y=-px-q, a neni rovnob&zna
s osou y, mohou nastat tyto ptipady:

a) pfimka a parabola maji dva spole¢né body;
rovnice x* + px + q = 0 ma dva rizné koteny

b) pfimka se paraboly dotyk4;
rovnice x2 + px + q = 0 ma jediny kofen (dvojnasobny)

¢) pfimka a parabola nemaji zadny spole¢ny bod;
rovnice x? + px + q = 0 nema zadny koten

a) x2+1/2x-1/2=0
b) 1/2x?=-2x -2

c) 2x*=3x-4

20



Reseni:
a)x?+1/2x-1/2=0

e . , 1 1 oy .
Rovnici napiSeme v ekvivalentnim tvaru x = "5 X+ 5 a sestrojime grafy funkci y=x2 a

y= —% x+ % . Grafem druh¢ funkce je pfimka prochazejici body [0,1/2] a [1,0]. Oba grafy maji spole¢né

dva body, bod [-1,1] a [1/2,1/4]. Jejich prvni soufadnice, tj. ¢isla -1 a ', jsou kofeny dané rovnice.
In[z3]= clear[f]; f[x ] =x"2

outzge xt

n[z4):= Table[{x, £[x]1}, {x, -3, 3, 1}] // TableForm

Out [24)4Table Form=
=3 9
-2 4
-1 1
] 0
1 1
2 4
3 9

nf41]:= Plot[£[x], {x, -1.5, 1.5}, PlotRange — {-1, 3}]

2

Out[#H]= = Graphics =

21



In(z6]:= clear[g]: glx 1 =-1f2x+1/2

Out[26] 1 x
It = — o —
2 2

n[(z):= Table[{x, g[x1}, {x, -1, 2, 2}] // TableForm

Out [32]4TableForm=
-1 1
1 1]

In[z2):= Plot [g[x], {x, -1.5, 1.5}, PlotRange — {1, 3}]

z.5
z
1.5
\ﬂ_;
-1.5 -1 -0.5 u:s 1_""“-1:\.5
-0_5
-1

Out[29]= = Graphics =

n[4i]= Show[%39, %41]

Y=

0_s 1“"“%—3:. 5
y=-112x+102

Out[42]= = Graphics -

b) 1/2x*=-2x -2
Rovnici upravime na tvar x* = - 4x — 4 a podle pfedchézejiciho postupu sestrojime grafy

funkci: y=-4x —4ay=x?
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In[44]:= clear[g]: glx ] =-4x-4
Out[dd]= -4 - dx

In[4s5]= clear[£]; £[x ] =x"2

Out[ds]= %t

n[e)= Plot [g[x], {x, -3, 3}, PlotRange — {-5, 10}]

10
s |

[

Out[E9]= = Graphics -

Graf funkce y = x?
infF1]= Plot[£[x], {x, -3, 3}, PlotRange — {-2, 10}]

T
sl
gl
al
=L
-z -z -IJ. 1 z z

-zl

Out[f1]= = Graphics -

In[Fz]:= Show[*%69, %71]
10
sl
gL
al

.
Out[f2]= = Graphics -

Oba grafy zaneseme do spole¢ného soufadnicového systému a zjistime, ze parabola s pfimkou ma
spole¢ny prave jeden bod.
Kvadratick4 rovnice ma dva kofeny : x, =x, =-2
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c)2x*=3x—-4

Rovnici upravime na tvar x> = 3/2x — 2 a podle znamého postupu sestrojime grafy funkciy=x%?ay =
3/2x -2

n[Fel= Plot[£[x], {x, -3, 3}, PlotRange — {-3, 10}]

10 -

Ou[fdl= = Graphics =
Graf funkce y = 3/2x — 2
In[F3]= clear[g]: g[x ] =3Ff2x-2

o= -2 X
it = -4 4+ —
2

n[7= Plot[g[x], {x, -3, 3}, PlotRange — {-3, 10}]

10
sl

&+

f /
-2 -z -1 / 7 2

Out[f7]= = Graphics -

Oba grafy zaneseme do spole¢ného soufadnicového systému
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n[é= Show[%16, %17]

10

Out[f3]= = Graphics =

Ptimka s parabolou nema zaddné spolec¢né body, tj. kvadraticka rovnice nema feseni.

Grafické reseni kvadratickych nerovnic

Kvadratickou nerovnici nazyvame nerovnici ve tvaru ax> + bx + ¢ > 0, kde a,b,c € R,a # 0. Znak
nerovnosti mize byt #, <, >, <, >.

Nejcastéjsim feSenim kvadratickych nerovnic je metoda zaloZena na rozlozeni kvadratického ¢lenu na
soucin dvojclent. Tento soucin se poté posuzuje a dale fesi podle toho, jaké je znaménko nerovnosti.
Reseni vychazi z jednoduchych pravidel platnych pro sou¢in (sou¢in dvou kladnych ¢&isel je kladné &islo,
soucin dvou zapornych ¢isel je kladné Cislo, soucin kladného a zaporného ¢isla je zaporné ¢islo).

Dalsim zpiisobem feSeni kvadratickych nerovnic je zpiisob zalozeny na nalezeni nulovych bodu. Toto
feSeni je shodné s feSenim uvadénym u nerovnic v podilovém tvaru.
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Naph.:

1. Rorlofeni na soudin

M+ Ix-4=0

G-1).kc+4) =0

2 Urfeni dvan "vétei " Pefeni
Seuéin dvou finitelit je kladny,

N

) oba initeld jsan = @

x=-1=0
x+4 =0

x-i=8 —-— x=<1

b) oba Einiteld jsan = 0

x=-1=0
x+4=0

x=-1=80 = x=1

xt+d =0 - x=-4

)

x+d =0 — x ==

.

-d i £. o8 _d 7 £. o8
x€(-=;-4) x € (I;+e)
H-_L -—

x€(-wm ;-4) u (I +=)

Piiklad prox®*+px+q>0ax*+px+q<0,tj. x*>-px-qax®*<-px—q,prop,qeR.
Pi#i grafickém feSeni si nejprve kvadraticky trojélen ax >+ bx + ¢ upravime na tvar x*+px-+q, kde p,qe R.tj.
vydélime nerovnici kvadratickym ¢lenem, aby se koeficient kvadratického ¢lenu rovnal jedné.
Stejné jako pfti grafickém feseni kvadratické rovnice sestrojime graf funkce y = x? (parabola) a graf
funkce y = -px — q (pfimka). Ma-li rovnice x* + px + q = 0 dva kofeny x ,x, (Xx,<X,), protind piimka
parabolu ve dvou bodech.

n[E):= Show[%4, %7]

Out[E]= = Graphics =
Z obrazku je vidét, pro které hodnoty x leZi ptislusny bod paraboly y = x nad, resp. Pod odpovidajicim

bodem piimky y = -px — q. Na obrazku je ¢ast paraboly a ¢ast ptimky, jejichz body lezi nad (pod)
odpovidajicimi body druhé¢ z téchto kiivek, vyznacena souvisle (¢arkovang). Pruseciky obou kiivek jsou
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vyznaeny prazdnymi kolecky, protoze do zadné z téchto Casti nepatii. Kdyby v nerovnicich byly neostré
nerovnosti, byly by hodnoty x odpovidajici prisecikiim feSenimi obou nerovnic.
Podobné je to v piipadech, kdy rovnice x2 + px + q = 0 ma jeden (dvojnasobny) kofen

= Plot[x~2, {x, -3, 3}]

Out[4]= = Graphics =
Nebo nema zadny koten:
In[i1]:= Plot[x"2, {x, -3, 3}, PlotRange — {-2, §}]

Out[i1]= = Graphics =

Stejné jako kvadratickou rovnici, ani kvadratickou nerovnici graficky nevyieSime ptesné. Obrazek nam
vSak da predstavu o tom, jak mnozina vSech feSeni vypada. Pfesné feSeni miizeme ziskat kombinaci
obrazku s vypoctem kotenti pfislusné kvadratické rovnice.

a)2x?+x-42>0
b)x<-x2-1
c)3x* > 2x-2

d) 1/4x2+x+1>0
e)x*+4x+3 <0
f) 2x2-10<x

Reseni:
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a)2x?+x—-42>0

- , 1 , .. . NPT
Nerovnici upravime na tvar x2> Y X + 2. Mame ur¢it, pro které hodnoty x lezi ptislusny bod paraboly y

= x? nad odpovidajicim bodem piimky y = -% X + 2 nebo ,,ve stejné vysce* jako tento bod.

(7= Plot[x"2, {x, -3, 311

[
ra b
Lrel

Out[12]= - Graphics -

In[4:= Plot[-0.5x+ 2, {x, -3, 3}]

-2 -z -1 1 z 2
Out[14]= = Graphics =

In[15]:= Show[%13, %14]

y=-05u+2

-2 -Z —Il
Out[15]= = Graph -
Vidime, Ze to plati pro xe (— o, X, > U <x2 40 ), kde x,.x, ( X,<x,)jsou kofeny rovnice 2x2 + x — 4 =

0. Z obrazku vycteme, Ze x, =-1,7, x, = 1,2, pfesnym vypoctem dostaneme:
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In[12]:= presne = Solve[2x"2 +x -4 == 0, x]

Out[15]= {{x—r% (-1—@)}; {x‘*% '{‘l"ﬁ)}}

Mnozina vSech feSeni dané nerovnice je (— oo,—1/4-1/ 4@ > U <— 1/4+1/ 4@ , 00 )

b)x<-x2-1
Nerovnici upravime na tvar x?< - X — 1 a sestrojime parabolu y = x*a ptimkuy =-x -1

n[g)= Plot[x*2, {x, -3, 3}]

o0

™

'

r

wr b

-2 -z -1 1 z
Out[19]= = Graphics -

Infzo]:= Plot[-x -1, {x, -3, 3}]

Out[20]= = Graphics -
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n[z1]= Show[%19, %20]

Out[21]= = Graphics =
Vidime, Ze dana nerovnice nema zadné feseni.

c)3x* > 2x-2

3x2-2x+2 > 0/:3
x2-2/3x+2/3> 0
y=x*ay=2/3x-2/3

n[22]= Plot[2F53x-2 /3, {x, -3, 3}]

Out[22]= = Graphics -

In[z3]:= Show[%19, %22]

Out[z3]= = Graphics -

Vidime, Ze nerovnice ma nekone¢né mnoho feseni.
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d) 1/4x*+x+1>0

y=x2
y = -4x-4
In(E)= Plot[-4x -4, {x, -3, 3}]
5
-2 —'z -1 z 2
-5
=10
-15¢f
Out[26]= = Graphics -
In[36]:= Show[%30, %26]
s
y=
&}
4l
Ll
Ll
Ll
- 2
Ll
Ll
-2 e £ 2

=_dx-4
Out[36]= = Graphics =

R\ {-2}
e)x*+4x+3 <0

y=x*
y=-4x-3

31



Inf43:= Plot[-4x -3, {x, -4, 3}]

Out[43]= = Graphics =

n[44]= Show[%44, %43]

1z

¥=X
1n

.{:-iiio-io-i

1
o
1
<]
I.
ra
1
-
1
iy
I
i
=
%okl
L]
ra
o

Out[45]= = Graphicsz -
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f) 2x?-10<x
y=x?
y=12x+5
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Inf46]:= Plot[1f2x+3, {x, -3, 3}]

Out[46]= = Graphics =

n[47)= Plot[x"2, {x, -3, 3}]

Y

ra
T

-2 -z -1 1 z 2
Out[47]= = Graphics -

In[49):= Show[%16, %17]

B T T R

L
[ ]
L
L]
[ ]
L]
, - Lo
LS -
-2 -z -1 1 Z 2
2,5

Out[49]= = Graphics -
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Funkce s absolutni hodnotou

a) h: y=[x|, xeR

Podle definice absolutni hodnoty redlného cisla plati:
e je-lix>0,pak | Xx|=x
e je-lix<0,pak |X|=-x.

Funkei h:y =| x| mizeme vyjadiit pomoci dvou funkei h; a h,.

h: y=x xe(0, )

Plot[{x}, {x. 0, 5},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.65]}}]

1 2 2 2 s
= Graphics -
h,: y=-X, Xe(-», O>
Plot[{-x}, {x, -5, 0},

PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.25]}}]

sk

-5 -4 -z -z -1
= Graphics -

Potom je grafem funkce h=h, Uh,.
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Plot[{fb=[x]}, {x, -5, 3},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0]}}]

Sk

-4 - Z 3

= raphics =

b) y=[x|-2,xeR

Nulovy bod: x = 0. Pro X e<0, o) plati |X|—2 =X—2, pro Xe (-0, O> plati |X|—2:—X—2. Graf
funkce y = ‘ X | —2 je vzhledem ke grafu funkce y = ‘ X | posunut o 2 ve sméru zaporné poloosy Y.
Plot[{fbs[x], Abs[x] -2}, {x, -5, 5},

PlotStyle — {{Thickness[0.008], Dashing[{0.05}]},
{Thickness[0.008], Hue[0.55]}}]

“~ il ”
~ af o
~ a1 ”

S A Vs
N A 7
Nts
-3 -z z 4
-z

= [raphics -
¢) y=|x+3],xeR

Sestrojime graf funkce y = ‘ X | .
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Plot[{fb=s[x]}, {x, -5, 3},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0]}}]

s

“a “z : 2
= Fraphics -
Nulovy bod: x+3=0 = x=-3.
Graf funkce y = | X+3 | je vzhledem ke grafu funkce y = ‘ X | posunut o 3 ve sméru zaporné poloosy X.

n]= Plot[{Abs[x], Abs[x + 3]}, {x, -7, 4},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Dashing[{0.05}]},
{Thicknes=[0.008], Hue[0]}}]

Out[¥]= = Graphics =

d) y=3-|x-1

,XeR

Sestrojime grafy funkci y:‘ X | a y:| x—1 |
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Plot [{Abs[x], Abs[x-1]}, {x, -2, 4},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0]},
{Thickness[0.008], Hue[0.2]}}]

-Z -1 1 Z 2 3

= Graphics -
Graf funkce y =—| x—1| je s grafem funkce y=| x—1 | soumé&m¢ sdruzeny podle osy X. Graf funkce
y=3 —| x—1 | je vzhledem ke grafu funkce y = — | x—1 | posunut o 3 ve sméru kladné poloosy Y.

)= Plot[{Abs[x-1], 3 -Abs[x- 1]}, {x, -3, 5},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Dashing[{0.05}]},
{Thickness[0.008], Hue[0.8]}}]

COut[4]= = Graphics -

fiy=1]4-2x|-|x+1|pro—5<x<5.

Nejprve ur¢ime nulové body:
4-2x=0 = x=2
X+1=0 = x=-1

Tyto nulové body rozdéli mnozinu < -5,5 > na tii intervaly:
L=(-5-1),L=(-12)als=(2,5).
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Pro funkci f plati f=1f o f,uf,, kde f;, f, f5 jsou linearni funkce. Ziskame je tak, ze v kazdém

z intervalu I; az I3 vyjadiime funkci f ,,bez absolutnich hodnot“. Viz nasledujici tabulka.

Li=(-5-1) L=(-12) I=(25)
|4 —2x| 4 —2x 4 —2x -(4-2x)
| X+ 1] -(x+1) X+1 X+1
|4-2x|-|x+1] 4-2x+(x+1) 4-2Xx—(x+1) -(4-2x)—(x+1)
fi: y=5-x f: y=3-3x f3: y=x-5
pro X € I; pro Xe I, pro X e I3

fi: y=5-x, xe <—5,5>

Plot[{5-x}, {x, -5, 5},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.65]}}]

10}

-4 -z
= Fraphics -

fr y=3-3x, xe (-5,5)

Plot[{3-3x}, {x, -5, 5},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.35]}}]

15 |

10 ¢

=10 F

= Graphics -

fs y=x-5,xe (-5,5)
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Plot[{x- 3}, {x, -5, 5},

PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.15]}}]

-3 -2 Z 3

-10 |
- Graphics -

Plot[{5-x%, 3-3x, x-5), {x, -5, 5},
PlotStyle — { {Thickness[0.0058], Hue[0.65]},

{Thickness[0.008], Hue[0.35]},
{Thickness[0.008], Hue[0.15]}}]

15|
\\ 10 k-
-3 -2 2 &
P
L
= Graphics -

f=fuf,uf,, xe (-55)
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In(15]:= Plot[{Abs[4-2x] -Ab=s[x+1], 9-x, 3-3x, Xx- 9},
{x, -5, 5},
PlotStyle — {{Thickness[0.014], Hue[0D]},
{Dashing[{0.05}]}, {DPashing[{0.02}]},
{Pashing[{03}]}}]

- 15|

- 10

Out[15]= = Graphics =

f:y=||x+1|-3|. Proved'te v R diskusi fesitelnosti rovnice | X +1| - 3 | =@, kde a je realny parametr.

Graf funkce f ziskame tak, Ze postupné sestrojujeme grafy funkci:
fioy=|x|

PFlot[{fb=[x]}, {x, -6, 6},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.65]}}]

[y
LS

gt

-6 -4 -z z 4 &
- Graphics -

f,r y=[x+1]|
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Plot[{fbs[x], Abs[x +1]1}, {x, -6, 6},
PlotStyle — {{Thickness[0.007], Dashing[{0.06}]},
{Thickness[0.008], Hue[0.45]}}]

N o /
AN 't /
N * /
N Vs
N

= Fraphics -

fy: y=[x+1]-3

Plot[{Abs[x+ 1], fbs[x + 1] - 3}, {x, -6, 6},
PlotStyle — {{Thickness[0.006], Dashing[{0.03}]},
{Thickness[0.008], Hue[0.15]}}]

/
& -~
-

-, -~

- el -~

~, -
- -~
- -
- )
. [~
-
-6 -4 -z z 4 &
_2 =
= Graphics -
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f: y=Hx+1|—3‘

Plot[{Ab=s[x+ 1] - 3, Rhs[fbs[x+ 1] - 3]}, {x, -6, 6},
PlotStyle — {{Thickness[0.007], Dashing[{0.04}]},
{Thicknes=[0.008], Hue[0]}}]

= Fraphics -

Z obrazku Ize snadno odvodit pocet feSeni rovnice | X +1| -3 |=a.

e je-liae (— 0, 0) , pak rovnice nema feSeni

e je-li a =0, pak ma rovnice dva kofeny [x, = —4, x, = 2]
e je-li a€(0,3), pak méa rovnice &tyii kofeny

e je-li a =3, pak mé rovnice tfi kofeny

e je-liae (3, 00 ), pak méa rovnice dva kofeny

a) g: y:‘x2 —4x+3‘
Vyraz X’ —4x+3= (X2 —4x+ 4)— 4+3=(x-2)" -1, proto Ize kvadratickou funkci

f: y=x>—4x+3 vyjadiit ve tvaru f: y=(x-2)" -1.
Minimum této funkce nastava pro X =2 a ma hodnotu y = -1. Vrcholem paraboly je bod [2, -1].
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niz)= Plot[{x* -4x+ 3}, {x, -0.5, 4.5},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.65]}}]

|_.
ra
[=el
'

-1

Out[32]= = Graphics -
Z definice absolutni hodnoty realného cisla vyplyva:

o je-li X —4x+3>0, pak \ x> —4x+ 3\ = x> —4x +3, tj. je-li f(x) > 0, pak f(x) = g(x). Tedy pro f(X)
> 0 je graf hledané funkce g totozny s grafem funkce f.
e jelli X’ —4x+3<0, pak |x* —4x+3|=~(X’ —4x+3), {. je-li f(x) < 0, pak g(x) = - f(x). To

znamena, ze pro f(X) <0 je graf funkce g soumérné sdruzeny s grafem funkce f podle osy X.

Plot[{abs[x* -4 x+ 3]}, {x, -1, 4.5},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0]}}]

= Graphics -

by h: y=x*-4[x|+3

Je-lix >0, pak x> — 4| X | +3 = x> —4x+3. Pro nezaporné hodnoty X je graf hledané funkce h totozny

s grafem funkce f: y=x>—-4x+3.

43



Plot[{x’ -4x+3}, {x, -0.5, 4.5},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.65]}}]

+
r |
Loel
o

-1

= Graphics -

Je-lix <0, pak X* =4/ x|+3=x" +4x+3.
Protoze  plati x> +4x+3= (x> +4x+4)-4+3=(x+2)f -1, lze kvadratickou funkci

f': y=x+4x+3 také zapsat ve tvaru f': y= (X + 2)2 —1. Tato parabola ma vrchol v bodu [-2, -

1].

- Plot[{x®+4x+3)}, {x, -4.5, 0.5}, PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.85]}}]
a

EF

g
af
[
1f

g _vl
ot

Z toho vyplyva, ze pro vSechny zaporné hodnoty X je graf hledané funkce g totozny s grafem funkce f*.
Také muzeme fici, Ze pro kazdé x <0 je graf funkce h soumérné sdruzeny s grafem funkce f podle osy V.
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Plot[{x’ - 4 +Abs[x] + 3}, {x, -4.5, 4.5}, PlotStyle - {{Thickness[0.008], Hue[0]}}]

= Graphics -

Goniometrické funkce

a porovnejte jejich vlastnosti s vlastnostmi funkce y = sin x.

a) Sestrojime graf funkce f: y=sinx agraffunkce g: Yy =sin2X.

Plot [{Sin[x], Sin[2x]}, {x, 0, 27},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0]},
{Thickness[0.008], Hue[0.65]}}]

-1}

= Graphics -
Z grafu vyplyva, ze ob¢ funkce jsou periodické. Funkce f: y=sinX speriodou 27 . Funkce

s dvojnasobnym argumentem, tj. g : Y =sin2X ma polovi¢ni periodu ().

Sestrojime graf funkce f: y=sinXx a graf funkce h: y= sin%.
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Plnt[{Sin[x], Sin[%]}, {x,0, 47},

PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0]},
{Thickness[0.008], Hue[0.37]}}]

-1}

= Graphics -

Funkce h: y= sing je také periodicka s periodou 47 .

Plot[{Sin[x], Sin[2x], Sin[%]}, fx, 0, 2 m},

PlotStyle — {{Thickness[0.006], Hue[0]},
{Thickness[0.006], Hue[0.65]},
{Thickness[0.006], Hue[0.37]}}]

-1}

= Graphics -
Vsechny tii funkce jsou definovany na mnoziné realnych éisel, tj. D(f) = D(g) = D(h) =R. Jsou
shora i zdola omezené, H(f) = H(g) = H(h) = <— L1 > .

b) Sestrojime graf funkce f: y=sinX agraffunkce g: y= sin(x + %) .
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Plnt[{Sin[x], Sin[x+ %]}, fx, -7, 2},

PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0]},
{Thicknes=s[0.008], Hue[0.7]}}]

= Fraphics -

Graf funkce ¢: y:sin(x+%) je oproti grafu funkce f: y=sinX posunut o % ve sméru
zaporné poloosy X.

Sestrojime graf funkce f : y=sinXx a graf funkce h: y=sin(x—7x).

Plot[{5in[x], Sin[x-m]}, {x, 0, 3 m},
Plot5tyle — {{Thickness[0.008], Hue[0]},
{Thickness[0.008], Hue[0.35]}}]

-1}

= Graphics -
Graf funkce h: y=sin(X—7)je vzhledem ke grafu funkce f: y=sinX posunut o 7 ve sméru
kladné poloosy X.
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Plot[{Sin[x], Sin[x + %], sin[x -n1}, {x, -7, 27},

PlotStyle — {{Thickness[0.005], Hue[0]}, {Thickness[0.005], Hue[0.7]},
{Thickness[0.005], Hue[0.4]}}]

= Graphics -
Vsechny tfi funkce jsou periodické s periodou 27 . Jsou shora i zhola omezené. Defini¢ni obor D = R,
obor hodnot H= <— 1,1 > )

c) Sestrojime grafy funkci f: y=sinx, g: y=sinx+2a h: y=sinx—1.

Plot[{5in[x], Sin[x] + 2, Sin[x] - 1}, {x, -2 m, 2},
Plot5tyle — {{Thicknes=[0.008], Hue[0]},
{Thickness[0.008], Hue[D0. 7]}, {Thickness[0.008], Hue[0.38]}}]

= Graphics -
Graf funkce g: y=sinx+2 je oproti grafu funkce f: y=sinXposunut o 2 ve sméru kladné
poloosy y a graf funkce h: y=sinX—1 je posunut o 1 v opa¢ném sméru.
Funkce jsou periodické s periodou 27 . Jsou omezené shora i zdola. Definované na mnozin¢ realnych
Cisel. Lisi se jejich obory hodnot. H(f) = <— L1 >, H(g) = <1, 3 >a H(h) = <— 2,0 >
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d) Sestrojime graf funkce f: y=sinx agraffunkce g: Yy =4sinX.
Plot[{5in[x], 2 «5Sin[x]}, {x, -2m, 2},
PlotStyle — {{Thicknes=[0.008], Hue[0]}, {Thickness[0.008], Hue[0.7]}}]

4

= raphics -
Ob¢ funkce nabyvaji pro stejnd X svych maxim a minim. Funkce g: Yy =4sinX nabyva maximalni

hodnoty y_. =4 a minimalni hodnoty y_. =-4.

max min

Sestrojime graf funkce f : Yy =sinXx a graf funkce h: y=-2sinx.

Plot[{S5in[x], -2 »Sin[x]}, {x, -2, 2},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0]}, {Thickness[0.008], Hue[0.4]}}]

Z

= Graphics -

V bodech, ve kterych nabyva funkce f: y=sinX svého maxima, nabyva funkce h: y=-2sinX
minima. Obor hodnot H(h) = < -2,2 > .
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Plot[{S5in[x], 2 «5in[x], -2«5in[x]}, {x, -2m, 2},
Plot5Style — {{Thickness[0.008], Hue[0]}, {Thickness[0.008], Hue[0.7]},
{Thicknes=[0.008], Hue[0.4]7}}]

3

= Graphics -
Funkce jsou periodické s periodou 27 . Osu X protinaji ve stejnych bodech (kz, k € Z).

a srovnejte vlastnosti t€chto funkci s vlastnostmi funkce y = cos x.

a) Sestrojime graf funkce f: y=cosx afunkce g: y=sinX.
Plot[{Cos[x], Sin[x]}, {x, -7, 2 @},
PlotStyle — {{Thicknes=[0.008], Hue[0]},
{Thickness[0.008], Hue[0.75]}}]

= Graphics -

Funkce sinus je lichd, funkce kosinus je suda v defini¢nim oboru R. Obé¢ tyto goniometrické funkce
jsou periodické s periodou 27 . Ob¢ funkce jsou omezené. Oborem hodnot je interval <— L1 > Sinus
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nabyva maxima Yy, i =—1

=1 pro X= (4k +1)% a kosinus pro X =2kz . Minimalni hodnoty Yy

nabyva funkce sinus pro X = (4k — 1)% a funkce kosinus pro x = (2k —1)z..

b) Sestrojime grafy funkci f: y=cosx, g: y=cos3xah: y=3cosX.
Plot[{Cos[x], Cos[3x], 3~Cos[x]}, {x, 0, 27},
PlotStyle — {{Hue[0.005], Thickness[0.005]},
{Hue[0.63], Thickness[0.008]}, {Hue[0.1], Thickness[0.008]}}]

= Fraphics -
Funkce h: y=3cosXx se od funkce f a g lisi oborem hodnot. H(f) = H(g) = <— L1 >, kdezto H(h) =

< -3,3 > . Funkce jsou periodické, fah s periodou 27 a funkce g s periodou %7[ .

c) Sestrojime graf funkce f: y=cosx, g: y=cos(x+xz)ah: y=cosx+rx.
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Plot[{Cos[x], Cos[x +x], Cos[x] + m}, {x, -7, 2},
PlotStyle — {{Hue[D0.003], Thicknes=[0.008]},
{Hue[0.63], Thickness[0.008]}, {Hue[0.1], Thicknes=[0.008]3%}]

L
3

= Graphics -

Vsechny tfi funkce jsou periodické s periodou 27 .

Funkce f a g maji shodny obor hodnot, H(f) = H(g) =<— L1 > Protoze je graf funkce g vzhledem ke

grafu funkce f posunut o 7 ve sméru zaporné poloosy X, nabyva funkce g: Y = cos(X+ 7z)svého
maxima pro X = (2k —1)z a minima pro x = 2Kz .

Graf funkce h: y=cosX+ 7 je oproti grafu funkce f posunut o 7 ve sméru kladné poloosy Y, proto
nabyva funkce maximadlnich hodnot y, . =147 pro X = 2kz a minimalnich hodnot y_, = -1+ 7 pro

X = (2k = 1)z . Obor hodnot H(h) = <—1+7r, 1+7r>.

fiy=2sin(2x—-m/2)+2

Pii konstrukci grafu funkce f postupujeme takto:
o Sestrojime graf funkce f : y=sin2x. Perioda funkce f; je polovi¢ni vzhledem k periodé funkce
f,: y=sinX. Jinak feceno, pro kazdé x € D(f,) plati f,(x)= f,(2X).
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Plot[{Sin[x], Sin[2 x]}, {x, 0, 2 m},
PlotStyle — {{Hue[0.05], Thicknes=[0.008]},
{Thicknes=[0.008], Hue[0.25]}}]

= Graphics -

Sestrojime graf funkce f,:y =2sin2X. Tato funkce ma stejnou periodu a shodné priseéiky s osou
X jako funkce fj. Lisi se oborem hodnot, H(f;) = < -2,2 > .
Plot[{Sin[2x], 2~Sin[2x]}, {x, 0, 27},
PlotStyle — {{Hue[0.25], Thickness[0.008]},
{Hue[0.55], Thickness[0.008]}}]

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
- | \/ | \/

= raphics -
Sestrojime graf funkce f,: vy :2sin(2x—%]. Zadani funkce Ize wupravit do tvaru

f,: y= 25in{2[x —%H . Tento graf je vzhledem ke grafu funkce f,: Yy =2sin2Xx posunut o %

ve sméru kladné poloosy X.
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Plot[{2+Sin[2x], 2~5in[2#x - %]}, {x, 0, 2m},

PlotStyle — {{Hue[0.55], Thickness[0.008]},
{Thickness[0.008], Hue[0.75]}}]

= Graphics -

e Sestrojime graf funkce f, ktery je vzhledem ke grafu funkce f; posunut o 2 ve sméru kladné poloosy

y.

PlotStyle — {{Hue[0.75], Thickness[0.008]},
{Thickness[0.008], Hue[0.95]}}]

Out[4]= = Graphics -

Cely postup je znazornén na obrazku:
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ELd
n[E):= Plot[{Sin[x], Sin[2x], 2+5in[2x], 2+ Sin[2x- E];

2usin[2x- 2]+ 2}, (x, 0, 27},

PlotStyle — {{Hue[0.05]}, {Hue[0.25], Thickness[0.007]},
{Hue[0.55], Thicknes=[0.008], Dashing[{0.021}]},
{Hue[0.75], Thickness[0.006], Dashing[{0.05}1},
{Hue[0.95], Thickness[0.01]}}]

1 1 \‘ z \ J} Z
-1} / % )
t._‘_‘_-ff\ / ' A

E

& F

i

w b
Sy

Out[E]= = Graphics -

Mocninné funkce

fy=x"-2,gy=x-2> hy=x+4>-3
a) Nejprve sestrojime graf funkce f': y=x’.
Plot[{x’}, {x, -5, 5},
PlotStyle — { {Thickness[0.008], Hue[0.07]}}]

= Graphics -
Graf hledané funkce f: y =X’ —2je vzhledem ke grafu funkce f* posunut o 2 ve sméru zaporné
poloosy Y.
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Plot[{x’, x° -2}, {x, -5, 5},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.07]},
{Thickness[0.008], Hue[0.67]}}]

3 |

- -Z -/ £ %

= [raphics =

b) Nejprve sestrojime graf funkce f': y=x’.

Flot[{x’}, {x, -5, 5},
PlotStyle — {{Thicknes=s[0.008], Hue[0.07]}}]

= Graphics -
Graf hledané funkce g: Yy =(x—-2)’je vzhledem ke grafu funkce f* posunut o 2 ve sméru kladné
poloosy X.
Plot[{x°, (x-2)°), (x, -5, 1},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.07]},
{Thickness[0.008], Hue[0.67]}}]

- Graphics -
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¢) Nejprve sestrojime graf funkce f': y=x’afunkce f'": (x+4)’.
Plot[{ ', (x+4)°), {x, -9, 4},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.07]},
{Thickness[0.008], Hue[0.87]}}]

d:

= Graphics -
Graf funkce f** jsme ziskali posunutim grafu funkce f* o 4 ve sméru zaporné poloosy X. Graf hledané
funkce h: y=(x+4)’ -3 je posunut vzhledem ke grafu funkce f** 0 3 ve sméru zaporné poloosy Y.
Plot[{ (x+4)°, (x+4)° -3}, {x, -9, 1},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.87]},
{Thickness [0.008], Hue[0.27]}}]

= Graphics -

f:y=x"a g: y = Vx. Grafy porovnejte a vy&téte vlastnosti funkce g.

Sestrojime graf kvadratické funkce f: y=x’.
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Plot[{ ¥}, (x, -2, 2},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.07]}}]

43|

ra

-2 -1 i
= Graphics -
A také graf mocninné funkce g: y= Jx.
Plot[{~/x}, {x, 0, 3},

PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.87]}}]

o.3 1 1.5 Z .5 2

= raphics -

= Graphics -

Z obrazku je patrné, ze funkce g je inverzni k té ¢asti funkce f , pro niz D(f) = <O, o). Jejich grafy
jsou soumérne sdruzené podle osy Yy = X.
Funkce f je v intervalu <O, o) prosta a jeji obor hodnot H(f) = <O, o). Rovnéz funkce g je v D(Q)

prosté, jeji defini¢ni obor D(g) = H(f) = (0, ®)a obor hodnot H(g) = (0, ). Funkce g je rostouci a

zdola omezena.
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a odvod’te pravidlo pro jejich vlastnosti.

Pro srovnani jsou uvedeny grafy funkci y=x', y=x>a y=x".
Plot[{x, x°, X'}, {x, -2.7, 2.7},
PlotStyle - {{Thickness[0.008], Hue[0.07]},
{Thickness[0.008], Hue[0.65]},
{Thickness[0.008], Hue[0.93]}}]

= Graphics -
Z obrazku je patrné, Ze pro kazdy pfirozeny lichy exponent n je mocninna funkce y = X" rostouci, licha,
neni shora ani zdola omezena a nema minimum ani maximum. Jejim defini¢nim oborem i oborem hodnot
je mnozina realnych cisel.

Na druhém obrazku jsou znazornény grafy funkci y = x> a y = x*.
Plot[{x*, x*), {x, -2, 2},
PlotStyle - {{Thickness[0.008], Hue[0]},

{Thickness[0.008], Hue[0.67]}}]

= Graphics -

Pro kazdy piirozeny sudy exponent n je mocninna funkce y = X" klesajici v intervalu (—o, 0> a rostouci

v intervalu <0, o). Funkce je sudd, omezena zdola, nem4 maximum, minimum je [0, 0].
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Linearni lomené funkce

1
)y=-—"

Show[+83, %50]
a0 [

10 |

= raphics -

D(f) =R - {2}, H(f) = R- {0}

Grafem funkce y = ! 5 je rovnoosa hyperbola, jejiz stred lezi v bodu [2, 0] a asymptoty jsou pfimky X

=2,y=0.

5X+6
b) y=

X+1
Zadani funkce lze vyjadiit ve tvaru y = K +n.

X—m
Resime takto: y = X +6 = Sx+D+1 = SX+1) + ! = ! + 5. Odtud ur¢ime stied hyperboly S[-1,
X+1 X+1 X+1  x+1 x+1

5], rovnice asymptot jsou X =-1,y = 5.
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Show[%111, %115]

20 -

0+

=10

= Graphics -
D(f)=R—{-1}, Hf) =R — {5}

_3X+5
X+2

c)y

Zadani funkce lze upravit do tvaru y =3 —%. Sted hyperboly je bod S[-2, 3], asymptotami jsou
X+

piimky x=-2,y=3.D(fy=R - {-2}, H{f) =R — {3}
Show[%150, %149]

Z0
15

in

-1k

= Graphics -
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Exponencialni a logaritmické funkce

a)y=2"-2,b)y=2"" c)y=2""+2

a) Nejprve sestrojime graf exponencialni funkce f": y=2".
Plot[{2"}, {x, -3, 3},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.55]}}]

ER S

-2 -z -1 l 2 3
= Graphics -
Graf hledané funkce f: y=2"-2 ziskdme posunutim grafu funkce f* o 2 ve sméru zaporné
poloosy y. Asymptotou je piimka o rovnici y = -2.

nge]= Plot[{2%, 2 -2, -2¥, {x, -3, 3},
PlotStyle — { {Thicknes=[0.008], Dashing[{0.05)]},
{Thickness[0.008], Hue[0.85]}, {Dashing[£{0.007}]}}]
Bl !
A /
/s

Out[36]= = Graphics -

b) Graf funkce g: y=2*" ziskAme posunutim grafu funkce f: y=2% o 1 ve sméru kladné

poloosy X. Prisecik s osou Yy je bod [ 0, % } .
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nE7)= Plot[f{2¥, 257, (x, -2, 2},
PlotStyle — {{Thicknes=[0.008], Dashing[{D.05}]},
{Thickness[0.008], Hue[0.05]}}]

* /

Out[37]= = Graphics =
¢) Sestrojime grafy funkci f: y=2%ah: y=2*"
Plot[{2*, 2], {x, -2, 2},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.55]},
{Thickness[0.008], Hue[0.75]}}]

SF

1
[

1
™

[,

ra

= raphics -

Graf hledané funkce h: y=2""+2 je vzhledem ke grafu funkce h: y=2*" posunut o 2 ve
sméru kladné poloosy y. Asymptotou je piimka y = 2. Graf funkce h protina osuy v [0, 4].
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Plot[{2*!, 21 12, 2], (x, -2, 2},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Dashing[{0.05}]1},
{Thickness[0.008], Hue[0.05]}, {Dashing[{0.007}]1}}]

—

—

-z -1 1 z
= Graphics -

a)y=(1/3)",b)y=4"ac)y=3"+3>
a) Uréime nulovy bod: X = 0.
Je-li x>0, pak lze exponencidlni funkci vyjadfit ve tvaru f, : yz(%j . Jeji pribéh je

znazornén grafem:
Inf6]:= Plut[{(;]u}, {x, -2, 2%,

PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.65]}}]

Out[é]= = Graphics -
Je-li X <0, pak lze exponencialni funkci vyjadfit ve tvaru f,: y= (é) =3"*. Pribéh funkce f,

je znazornén grafem:
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o= Plot[{{3}*}, {x, -2, 2},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.13]}}]

-g -1 1 Z

out[10]= = Graphics -

Pro hledanou funkci f: y :(%j plati f =f U f,.

In[12]:= Plut[{(;]x, 3*, [;]ms[x]}, {x, -2, 2},

PlotStyle — {{Dashing[{0.05}]}, {Dashing[{0.05}]},
{Thickness[0.008], Hue[0]}}]

! ' /
Y A /
Y af ;
AN 2| A
" A
N S

Out[12]= = Graphics -
Defini¢nim oborem funkce f je mnozina realnych ¢isel, oborem hodnot je interval (0, 1 > .

b) Ur¢ime nulovy bod: x = 0.

Je-li x>0, pak Ize exponencialni funkci vyjadfit ve tvaru g, : y = 4". Pribéh funkce je znazornén
grafem:

65



In[15]:= PLot [§{43"Y, {x, -1, 1},

PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.85]}}]

4}

Out[15]= = raphics =

Je-li X <0, pak Ize exponencialni funkci vyjadfit ve tvaru g, : y=4"= (4

znazornén grafem:

In[16]:= Plut[{(%]u}, {x, -1, 1},

PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.35]}}]

3k

-1 -0.5 0.5

Out[16]= = Graphics -

Pro hledanou funkci g: y= 4l plati: g=9,v0d,.

In[17]:= Plnt[{[%]u, 4*, 451"[“]}; fx, -1, 13,

PlotStyle — {{Dashing[{0.05}]}, {Dashing[{0.05}]},

{Thickness[0.008], Hue[0] }}]

43|

Out[17]= = Graphics -
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Defini¢nim oborem funkce g je mnozina realnych cCisel, oborem hodnot je interval < 1,0).

¢) Sestrojime grafy exponencialnich funkei h,: y=3"ah,: y=3"= (lj .

neel= Plot[{¢3)*}, {x, -1.5, 1.5},
PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.09]}}]

5

3

Out[z0]= = Graphicsz =

4= Plot 1y , {x, -1.5, 1.5},
3

PlotStyle — {{Thickness[0.008], Hue[0.8]}}]

Out[35]= = Graphics -

K sestrojeni grafu funkce h: y=3"+3"" pouzijeme grafy funkci h; a h,, jejichZ funkéni hodnoty
pro stejné X secteme.
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In[26]:= Plut[{[;]u, 3, 3437}, {x, -1.5, 1.5},

PlotStyle — {{Dashing[{0.05}]}, {Dashing[{0.05}]},
{Thickness[0.008], Hue[0]}}]

Out[36]= = Graphics =
Funkce h je definovana pro vSechna realna Cisla, tj. D(h) = R.
Nabyva hodnot y > 2, tj. H(h) = < 2,00).

y =log2x a y = logl/2x a urCete jejich vlastnosti.

a) Logaritmicka funkce y =1log, X je inverzni k exponencialni funkci y=2". Jejich grafy jsou
soumérné podle ptimky y = X.

Show[%84, %85, %87]

= Graphics -

Z grafu vyplyva, ze logaritmickd funkce Yy =log, X neni ani sudd ani licha. Je rostouci. Nema
maximum ani minimum. Je definovana pro viechna kladna ¢&isla, tj. D(f) = (0, o0 ). Oborem hodnot
jsou vSechna reélna ¢isla. Graf prochazi bodem [1, 0]. Osa y je asymptotou grafu.

b) Logaritmickd funkce y =log, X je inverzni k exponencidlni funkci y = (%j . Jejich grafy jsou
2
soumérné podle piimky y = X.
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Show[%112, %109, %111]

= Graphics -

Z grafu vyplyva, Ze logaritmickd funkce Yy =1log, X neni ani sud4 ani lichd. Je klesajici. Nema
2
maximum ani minimum. Je definovana pro vSechna kladna ¢isla, tj. D(f) = (O, 00 ) Oborem hodnot

jsou vSechna redlna Cisla. Graf prochazi bodem [1, 0]. Osay je asymptotou grafu.

a) y=-log2x, b)y = |log2x |, )y = log2[x|, d) y = | log2[x] | - 1

a) Sestrojime graf funkce y =log, X.

Plot [{Log[2, x]}, {x, 0.15, 5},
PlotStyle — { {Thickness[0.008], Hue[0.65]}}]

= Graphics -

Graf hledané funkce y = —log, X je s grafem funkce y =log, X soumérné sdruzeny podle osy X.
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Plot[{Log[2, x], -Log[2, x]}, {x, 0.15, 5},
PlotStyle — {{Thickness[0.007], Dashing[{0.03}]},
{Thickness[0.008], Hue[0]}}]

= Graphics -

b) Graf funkce y = | log, X| ziskame tak, ze z grafu funkce y =log, X ,,pfeklopime® nad osu X tu
¢ast grafu, ktera je pod ni.
Plot[{Log[2, x], Abs[Log[2, x]11}, {x, 0.15, 5},
PlotStyle — {{Dashing[{0.05}]},
{Thicknes=[0.008], Hue[0]}}]

= raphics -

¢) Funkce y= 10g2| X| je suda, proto ¢ast grafu pro zaporna x ziskame ,,preklopenim® grafu funkce
y =log, X kolem osy Y.
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Show[%13, %14]

= Graphics -

Funkce je definovana pro vSechna nenulova realna Cisla, tj. D(f) = R — {0}.

d) Graf funkce y = ‘ log2| X H ziskdme z grafu funkce y = 10g2| X| tak, ze ,,pteklopime* kolem osy X
tu ¢ast grafu funkce, ktera je pod osou X.
Show[%32, %33]

=}
175}
1}
o5t
= -z

= [raphics =

.

Graf hledané funkce y = ‘ 10g2| X | ‘ —1 je oproti grafu funkce y = ‘ 10g2| X H posunut o 1 ve smyslu

zéporné poloosy Y.
Show[%34, %38]

zF
145 F

1Ff

IZI/S-

_I4 -
0.5 F

-1f

= [raphics -
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2. KAPITOLA - Posloupnosti

Jestlize ke kazdému pfirozenému ¢islu n je podle urcitého piedpisu piifazeno prave jedno redlné Cislo a,,

pak ¢islaa,,a,,a;,...a,,... tvoii posloupnost ¢isel.

Znacime{a , jnebo (an );O

Pti grafickém znazornéni posloupnosti dané body nespojujeme spojnici.

- _f_

[ | | | | | |
I I I I I I I
I 2 32 4 5 6 7

definiéni obor D¢f) posloupnosti
{aﬂ} =y Uy B By By s .

:

posiouprost s n-tym Clenem
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Konec¢na posloupnost:

a &
n
2
aj‘_'
a4‘
aj‘.'
‘I
@, .
.-:II" :
* :
———+—+— -
I 2 3 4 5 6 #
k=6

[ _
{a,}°, _; =epayaya,dsa;

Nekonecna posloupnost:

N={1, 2,3 .}  mnoZinapfirozenych #{sel
(mna nekonedny podet prvlal)

piifazeni hodnoty
kaZdernu
piirozenemu ¢islu

[nm]
{aﬂ} =1 apaz:-a_g:---:aﬂj---

nekoneéna posloupnost (ma nekonedny podet &lend)
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Rostouci posloupnost:

= _'f_

rostouci posloupnost
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Klesajici posloupnost:

ok
N
4y
*a
. '2
ds
&
: ‘f;
. "15
. *
| | | | L | |
1 1 1 1 1 1 1 =
i 2 3 4 5 6 7 *H
a4y < fy
a4, < d,
dy < 8y L
klesajici posloupnost
ds <
d, < g
au+1 = a’n
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Ohrani¢end posloupnost:

=+ &

--Il_ﬁ

i

-

--II-.I{J

--Ilz

- ey

iy
o
b
)
5 8
)
o B
fa
- 5
O
o
S
- 7,

j

d,=C

dy =
agiC

a4£C

a5£C

aﬁic

=C

i
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{(-312)"}

Reseni:

3= data= List[{1, -3 f2}, {2, 974}, {3, -2717 6}, {4, 81716}, {5, -243 7 32}];
ListPlot[data, PlotRange — {{0, 10}, {-10, 10}}, AspectRatio —- 1, PlotStyle —: {Hue[0], PointSize[0.02]}

—-ra

10
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n(n+1)J
Reseni:

Vypocitdme n€kolik prvni ¢lenti dané posloupnosti:
P27 e 127t 2077 30
Infi]= g[n_ ] :=15{n {n+1})

In[#]:= TableForm[Table[{n, H[g[n]]}, {n, 1, 20}]]

Out [2]4TableFomm=

1 0.5

Z 0.166667

3 0.0833333
4 .05

3 0.0333333
& 0.0233095
7 0.017%3571
g 0.01335589
9 0.0111111
10 0.00909091
11 0.00%57576
12 0.006410Za
13 0.00549451
14 0.0047a819
15 0.004l6667
la 0.00367647
17 0.0032a87937
13 0.00292393
13 0.00263155
20 0.00235095

In[i1]:= ListPlot[Table[g[n], {n, 1, 20}],
PlotStyle — {Hue[0], PointSize[0.02]},
AxesLabel — {"n", "a{n)" }]

arn)
-4

0.1}
o0& .
0.0k
n.oaf

0.0z »
L ]
ML N S

5 n 15 Zn

b8

Out[11]= = Graphics -
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Na zaklad¢ vypoctu téchto ¢lent a z grafického nazoru vyslovime hypotézu, ze dana posloupnost je
klesajici. Ovétime jesté pocetng, tj. musime dokazat, 7e pokazdé neN plati a,,, < a, . Upravami, které
jsou pro kazdé ne N ekvivalentni, postupné dostaneme:
a n+l1 <a n
1 1
<
n+1D(N+2) n(n+1)
n(n+1) < (n+1)(nt2)
n<nt+2
Protoze posledni nerovnost je pro kazdé ne N splnéna, plati pro kazdé neN takéa , <a

n
Dana posloupnost je klesajici.

Aritmeticka posloupnost

Posloupnost (an )n , ve které je rozdil a, , -a, kazdych dvou sousednich ¢lend konstantni, se nazyva

aritmetickd posloupnost. Cislod=a,, - a,, neN, se nazyva diference aritmetické posloupnosti.

aritmetickd posiouprost

Plati pro ni:

a) vziah pro n-ty clen

Byt Wiy
n 2

b) refurentni vziah pro nt1 élen

i = +d
N

n+rI

d=a_ .- a .. diference
n
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a, +a, =9 a a,.a, =14. Znazornéte graficky.

Reseni:
Cleny a; a3 vyjadiime pomoci prvniho &lenu a; a diference d dané posloupnosti:
a-a; +d, a3=a;+2d
Dosadime —li odtud do danych podminek, dostaneme soustavu dvou rovnic se dvéma neznamymi a;,d:
2a,+3d=9 (1)
(a; +d)(a;+2d)=14 ()
Z rovnice (1) vyjadiime a; = 2(9-3d) a dosadime do rovnice (2). Ziskanou rovnici vyfeSime:

[1/209 - 3d) +d] . [1/2}(9 — 3d)] + 2d] = 14
(9 —d)©9 +d) =56

d* =25

d=5nebod=-5

Pro d =5 vypocteme: ai=%9-35=-3
a10=a1+9d=—3+9.5=42

Pro d = -5 vypocteme: ar="%[9-3.(-5]=12

app=a; + 9d=12 + 9(—5) =-33

n[1]:= Solwe[{fa; +d+a; +2d==9, (a3 +A)r{a;+2d) ==14}, {a;, d}]

Outfl]= {d{ay =»-3,d—=5}, {a;=-12, d-=-5}}

n[s6]= data = List[{1, -3}, {2, 2}, {3, T}, {4, 12}, {5, 11}, {6, 22}, {7, 27}, {8, 32}, {9, 37}, {10, 42}]
owfsEl= ({1, -3}, {2, 2}, {3, 7}, {4, 12}, {5, 17}, {6, 22}, {7, 27}, {8, 32}, {9, 37}, {10, 42}}

nfo]= ListPlot[data, PlotRange — {{0, 11}, {-40, 50}}, hspectRatio —> 1, PlotStyle —» {Hue[0], PointSize[0.02]},
AxesLabel -+ {"_sn", "_sa." }1;

40

Z0

—-E0

-40

Graf prvni posloupnosti
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in[1):= data= List[{1, 12}, {2, 7}, {3, 2}, {4, -3}, {5, -8}, {6, -13}, {7, -18}, {8, -23}, {9, -28}, {10, -33}]
ouwpl= ({1, 12}, {2, 7}, {3, 2}, {4, -3}, {5, -8}, {6, -13}, {7, -18}, {8, -23}, {9, -28}, {10, -33}}

Infz):= ListPlot [data, PlotRange — {{0, 11}, {-40, 40}}, AspectRatio -» 1, PlotStyle -~ {Hue[0.35], PointSize[0.02]},
AxesLabel - {"->n", "-»a," }]:

L]
]
zn

piLi]

=10

-zn

hgedi]

=40

Graf druhé posloupnosti

In[i%):= Show[%59, %62]

40

Z0t

-rn

—E0t

-40t

Otz = Graphics =

Existuji dvé aritmetické posloupnosti danych vlastnosti.

Prvni z nich (a; =-3, d = 5) ma desaty ¢len a;p = 42. (Posloupnost je rostouci).
Druha z nich(a; = 12, d = -5) ma desaty ¢len a;o = -33. (Posloupnost je klesajici).
Grafy obou posloupnosti jsou na obrazku.

Geometricka posloupnost

n+l

% L . a e C o N . .
Posloupnost (an) , ve které je podil ——kazdych dvou sousednich ¢lenti konstantni, se nazyva
n a

n

., ., a
geometrick4 posloupnost.Cislo g = —*!

,neN, se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.

n

81



i i

23 ﬂj, v @ g ﬂﬂ,

l

geometricka posioupnost

Piati pro ni:

&) vziah pro n-iy clen

a =" a

n H—I'a

utl

b) rekurenini vziah pro nt1 clen

HH_I_I:HH.q

bl ?
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je s4= 80. Vypoctéte prvni ¢len a; a kvocient q této posloupnosti, jestlize as = 9a,.
Reseni:

Ze zadani vyplyva, ze g#1.

Proto:
a = aq, a= a q4__11 , dosadime-li odtud do danych podminek, dostaneme soustavu dvou rovnic
se dvéma nezndmymi a;,q:  a; q3 =9a;q (D)
L Ml P @)
g-1

Z rovnice (1) vypocteme:
aiq(q’ = 9) =0
a1=0vq=0vq=-3vq=3
Kazdou z téchto moznosti dosadime do rovnice (2).

1. Pro a; = 0 neexistuje zadné q € R spliujici rovnici

0-1
2.q=0: a.—— =80 =a;= 80
1 Yoo 1
3.q=-3: al,ﬂzso —a; =-4
-3-1
4q=3: al.%.=80 —a; =2

nE2]:= Solve[fa; vg"3 ==9wag v, (A3 v 2 -a7) F {f- 1) == 80},
{ai, 4}l

Outffg]= {{ay =-4, g—= -3}, {a -2, 0-=3}, {m >80, g-0}}

Existuji tfi geometrické posloupnosti danych vlastnosti:
ai=-4,q=-3 = -4,12,-36,108,-324,972...

83



Posloupnost znazornime graficky:

n[i14]= data = List[{1, -4}, {2, 12}, {3, 36}, {4, 108},
{3, -324}, {6, 912}]

ouwfi= ({1, -4}, {2, 12}, {3, -36},
14, 108}, {3, =324}, {6, 972}

In[i15]:= ListPlot [data, PlotRange — {{0, &}, {-1000, 1000}},
AspectRatio-- 1,
PlotStyle -- {Hue[0], PointSize[0D.03]},
AxesLabel —= {"-=n", "-=a," }]:

—rag
1000, ~
soof
*
F s L L n L L I =T
1 =z ¥ 14 = &5 7 s
.

-z
-1000l

a=2,q=3 = 2,6,18,54,162,486,1458,4374,13122,39366...
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Posloupnost znazornime graficky:
outi00]= 39366

n[112]= data= List[{1, 2}, {2, 6}, {3, 18}, {1, 54}, {5, 162},
£6, 486}, {7, 1458}, {8, 43714}, {9, 13122}, {10, 39366)}]

ow[i12)= {{1, 2}, {2,06}, {3,168}, {4, 54}, {5, 162}, {6, 486},
{7, 1458}, {8, 4374}, {9, 131221, {10, 39366))

In[112]:= ListPlot [data, PlotRange — {{0, 11}, {-500, 40000}},
AspectRatio-- 1,
PlotStyle -- {Hue[D.65], PointSize[0.03]},
AxesLabel -= {"-=-n", "-=a," }]:

—>dn
20000 -
20000
Zoooof
*
looo0o0f
*
*
—-—‘—-—’—-—’—-—’—-—‘—-—L-—-—-—-—-—-—-—-—-— —-Fn
z 3 G 5 10
a;=80,q=0 = 80, 0,0,0,...
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Posloupnost zndzornime graficky:

n[i16]= data=List[{1, 80}, {2, 0}, {3, 0}, {4, 0}, {5, 0},
{6, 0}, {7, 0%, {& 0}, {9, 0}, {10, 0}]

owiiel= {{l, 80}, {2, 0}, {3, 0}, {4, 0}, {5, O},
{6, 0, {7, 0}, {8, 0}, {3, 0}, {10, O}}

In[117]:= ListPlot [data, PlotRange — {{0, 11}, {-10, 100}},
AzpectRatio -- 1,
PlotStyle -- {Hue[0.35], PointSize[0.03]},
RxesLahel —= {"-=n", "-=a,"}];

—-Fdn
100

Gor

E0f

30+

Z0F
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Pro zajimavost zakreslime vSechny tfi posloupnosti do jedné osy a, a jedné osy n:

n[1g]:= Show[%115, %113, %117]

_}a“
1000,
* g=-3
q=4
soof *
q:
g,=2
.1
*
I VRN T . W SN SN SR Y R Y
T oz % a 5 & 7 &
*
-500}
-1o0pl

Out[112]= = Graphics -
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3. KAPITOLA - Analyticka geometrie kvadratickych utvaru

Kruznice

Kruznice a jeji rovnice
Ptevedeme-li obecnou rovnici kruznice na stiedovy tvar, ziskdme soutfadnice stfedu kruznice a jeji
polomér. Vysledek ovéfime graficky.

KruZnici zobrazte.
a) X*+y>—-2Xx-6y+5=0
stiedovy tvar rovnice (x—1)* +(y —3)’ = 4, stied S[1,3], polomér r =2.
<< Fraphics ImplicitPlot”

Infs]= ImplicitPlot [x*2 + ¥"2-2X-6¥=: -5, {X, -6, 6}]

-1 1 4 2

Out[s]= = Graphics -
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b) x> +y® =25, stied S[0,0] ,polomér r =5

6= ImplicitPlot[x"2 +¥*2-- 25, {x, -6, 6},
PlotStyle — REBColor[0, 0, 1]]

Jt[26]= = Graphics -
c) X+ Y +4x+2y+2=0
stiedovy tvar rovnice (x+2)° +(y +1)* =3, stied S[-2,-1]polomér r = 3

2= ImplicitPlot[x"2 + ¥ 2 +4dX+2¥+2:==0, {x, -6, 6},
Plot5tyle — RGEColor [0, 1, 0]]

mt[zi]= = Graphics =

&9



d) x> +y*-2y-4=0
stiedovy tvar rovnice x* +(y —1)° =5, stied S[0,1], polomér r = J5

n[zi)= ImplicitPlot[x"2 +¥"2-2y-4:=-0, {x, -6, 6},
PlotStyle — RGBColor[1, 0, 0]]

Out[23]= = Graphics -

Grafické porovnani vSech prikladu.
inz7]:= Show[%5, %26, %22, %23]

Out[27]= = Graphics -
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Vzajemna poloha pfimky a kruznice

Vzijemnou polohu pifimky a kruznice zjiStujeme feSenim soustavy kvadratické rovnice(
kruznice ) a linearni rovnice ( pfimky ).

Ma-li soustava dvé rlizna feSeni,existuji dva rizné spoleéné body piimky a kruznice - ptimka je
secnou kruznice.

Ma-li soustava jedno feseni, existuje jeden spole¢ny bod pfimky a kruznice — ptimka je tecnou
kruZnice.

Nema-li soustava v oboru realnych ¢isel feSeni, nemaji pfimka a kruznice spole¢ny bod — piimka
je vnéjsi pfimkou kruznice.

V ptipad¢, ze maji spole¢né body, urcete jejich soutradnice.
a) P:2X—y—6=0, k:x*+y>—4x-5y-1=0

Spocitame soutadnice prisecikil pfimky a kruZnice.

In(26]= Solwve[{2x-y¥-6=-0, x*2+¥y"*2-4dx-0y-1-=0}, {x, ¥v}] 7S
H

6= s 2.6, v -0.8), {x= 5., v=>4.1]

Reseni soustavy rovnic ma dvé riizna feseni, pfimka je secnou kruznice. Vysledek ovéiime
graficky.

In[a5]= ImplicitPlot[{2x-y-6=-0, Xx*2+y" 2 _dx-0Gy-1-=-10},
{x, -1.5, 6}, hepectRatio - Automatic, PlotRamnwe — {-2, 6}]

[
3
b
Z
1
-1 1l Z 56
-1
-z

Out[35]= = Graphics -
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b)

p:x—2y-1=0, k:(x—4) +(y+1)° =5

Spocitame soufadnice prasecika pfimky a kruznice

)= Solve[{x-2y-1:==0, (x-4)"2 4+ {y+1)"2 == 5}, {x, ¥}]

OutfEEls {x—=3, ¥v= 1}, Xx=3,7v=1}}

Reseni soustavy ma jedno feseni, pfimka je teCnou kruznice. Vysledek ovétime graficky.

Inf43]:= ImplicitPlot[{x-2y-1=-0, {x-43"2 + {y¥y+1)"2 == 1},
fx, -1, &}, A=spectRatio - Automatic, PlotRange — {-4, 2}]

£

Out[43]= = raphics -
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c)

p:x+y—8=0, k:(x—4) +(y+1)=5
Spocitame soufadnice prasecika pifimky a kruznice

InEa]:= Solve[{x+y¥-8=-0, {(x-43"2 + {¥y+1)"2==3}, {x, ¥}]

Ot [44]= {{x—;% (13-1+415), yq% |[3+J‘W"E]|},
{}:—>§ (13+1m]|, Y—}% (3-1@]}}

Soustava nema feSeni v oboru redlnych ¢isel. Pfimka nema s kruznici spole¢ny bod, je vngjsi
piimkou kruznice. Vysledek ovefime graficky.

In[E2]= ImplicitPlot[{x+¥-8--0, {x-43"2 + {y+1)"2_H--0},
{x, -10, &}, AspectRatio — hutomatic, PlotRange — {-4, 12}]

1z r

10 ¢

Out[52]= = Graphics -

93



Elipsa

Elipsa a jeji rovnice
Z osové¢ rovnice elipsy ur¢ime soufadnice stfedu elipsy,velikost hlavni a vedlejsi poloosy.

a) 4x* +9y* =36

2 2

y

osova rovnice elipsy— +-— =1
psy 9 4

stied S[0,0] , hlavni poloosa a = 3, vedlejsi poloosa b =2.

Graphics ImplicitPlot”

n[]= ImplicitPlot[4x"2 + 9¥" 2 -- 36, {X, -6, 6}]

Out[i]= = Graphics -
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b)

X>+2y* =2x—12y+11=0

2 2
x-1f  (y-3F
8 4
stred 5[1,3], hlavni poloosa a = 242, vedlejsi poloosa b=2.

osova rovnice elipsy

Inf#]:= ImplicitPlot[x"2 + 2y 2-2x-12y+11--0, {x, -6, 6},
Plot5tyle — BEHColor[1, 0, 0], PlotRange — {-2, 6}]

3

Out[d]= = Graphics =
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c) 4> +9y* +16Xx+18y —11=0

2 2
IR
stied S[— 2,—1], hlavni poloosa a =3, vedlejsi poloosa b = 2.

osova rovnice elipsy

In[Fl:= ImplicitPlot[4x"2 +9¥ "2+ 16x+ 18y -11=-0, {x, -6, 6},
Plot5tyle — REBColor[0, 1, 0], PlotRange — {-4, 2}]

Out[f]= = Graphics -

Grafické porovnani vSech ptikladt

In[14]:=
Show[%1, %4, %7]

Out[14]= = Graphics =

96



d) 9x* +4y* =36
2 y2
0sova rovnice elipsyT + Y =1

stied $[0,0], hlavni poloosa a = 2, vedlejsi poloosa b =3 .

In[11]:= ImplicitPlot[9x"2 +4 ¥ 2= 36, fx, -6, 6},
PlotStyle — RGEBColoxr[0, 0, 1], PlotRange — {-4, 41]

[

Jut[11]= = Graphics -
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Vzajemna poloha pfimky a elipsy

Vysetfeni vzajemné polohy piimky a elipsy provadime stejné jako v pfipad€é vzajemné polohy
piimky a kruznice.

V ptipad¢, ze maji spole¢né body, urcete jejich soutadnice.
a) p:3x—4z-3=0, e:3x>+5y° =120

Spocitame soutadnice prasecika.
n[15]= Solve[{3x-4¥-3=-0, 3x"2+5¥"2 :-120}, {x, ¥} )
125 117 E

Out[15]= {{x—>— = T - I }_, x=5, ¥ 3}}

n[ie]= Solve[{Ix-4dy¥-3=-0, 3x"2+5¢"2--120}, {x, ¥}] /7
H

Out[iEf {{x— —4.03228, v »-3.77419), {x 5 5., v—=3.11

Soustava rovnic ma dvé rizna fesSeni, pfimka ma s elipsou dva rGzné priseciky, pifimka je

seCnou elipsy. Ovétime graficky.

Inf20):= TmplicitPlot[{3x-4y-3=-0, 3x"2+5y"2 120},
{x, -7, 1}, hspectRatio — hutomatic, PlotRange — {-6, 6}]

Gr

nt[20]= = Graphics =
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b) p:5x+y-20=0, e:25x*+3y’> =300
Spocitame soufadnice priseciki

)= Solve[{5x+¥-20:=-0, 25x"2+3¥"2 == 300}, {x, ¥}]
Outfii]= {{x =3, ¥v= 5}, {x=3,7v-=511
Soustava rovnic ma jediné feSeni, pfimka a elipsa maji spole¢ny jediny bod, pfimka je tecnou

elipsy.

In[23]:== ImplicitPlot[{5x+¥-20--0, 25x"2+3¥"2 == 300},
{x, -1, 1}, hspectRatio — Automatic, PlotRange — {-10, 10}]

ntf23l= = Graphics -
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c) Pp:Xx+2y—-15=0, e:3x>+2y° =84

Spocitame soufadnice prasecika

nf24]:= Solwve[{x+2y-15-=-0, 3x"2+2y"2 - 841, Ix, ¥}]

Ot [24)= {{x_;% (15-12+174), y— % (90+2+172)},
{x—;% (15+2+174), v— % (90-2+172)}}

Soustava rovnic nemad realné feSeni, pfimka nema s elipsou spoleny bod, pifimka je vnéjsi

primkou elipsy.

n(zol= ImplicitPlot[{x+ 2y -15-=-0, 3x"2+2y"2 - §4},
{x, -1, 1}, hspectRatio - lutomatic, PlotRange — {-8, &}]

wt[29]= = Graphics -
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Hyperbola

Hyperbola a jeji rovnice
Soutadnice stfedu hyperboly a velikost hlavni a vedlejsi poloosy uréime zosové rovnice
hyperboly.

a) 3x*-5y*=15

2 2

y

0sOVva rovnice hyperboly? -y =1

stted S[0,0] , hlavni poloosa a = J5 , vedlejsi poloosa b = V3.

ImplicitPlot[3x*2 -5y 2215, {x, -6, 6},
Plot5tyle — RGBColor[1, 0, 0], PlotRange — { -6, 6}]

Er

o

T
1
rS
T
m F
ra
i
h

= Graphics -
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b) 2x*-3y* —12x-6y—21=0

(=3P (y+1f
3

2

osova rovnice hyperboly

stied 8[3,—1], hlavni poloosa a = V3, vedlejsi poloosa b = V2.

ImplicitPlot[2x"2 -3y~ 2-12x-6y-21--0, {x, -20, 20},
PlotStyle — RGBColor[0, 1, 0]]

15
10
5

-Z0 -10 10 20
..5

=10
-15

-Zn

= rraphics -
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©)  —25%% +4y> +50x—16y —109 =0

2 2
osova rovnice hyperboly — (X ;1) + (y _ 2) =1

25

stted S[I,Z], hlavni poloosa a =5, vedlejsi poloosa b =2.

ImplicitPlot[-25%"2 +4¥*2 +50x - 16 ¥- 109 -- 0,
fx, -5, 5}, PlotStyle — RGBColor[0, 0, 1]]

15

in

-3 =z Z 3

-1l0

= Graphics =
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Vzajemna poloha primky a hyperboly

Vysetiteni vzajemné polohy piimky a hyperboly provadime opét feSenim soustavy rovnic piimky
a hyperboly.

Pfimka je se¢nou hyperboly, maji-li spolecné dva rizné body nebo jeden spole¢ny bod a piimka
je rovnobézna rlizna s asymptotami hyperboly.

Pfimka je tecnou hyperboly, ma-li s hyperbolou spole¢ny jediny bod.

Ptimka je vné&jsi ptimkou hyperboly, nema-li s hyperbolou Zadny spole¢ny bod.

V ptipadég, Ze maji spole¢né body, urcete jejich soutadnice.

a) h:9x> —16y° =144, p:3x—-4y-12=0

. 3
rovnice asymptot y = J_rZ X
Spocitame soutadnice praseciki

n[]= Solve[{3x-4¥-12::0, 9x"2 16y "2 =- 144}, {x, ¥}]

Out[l]= {{x—=4, v—= 0L}

Soustava rovnic ma jediné feSeni. Pfimka je secnou hyperboly, protoze ma stejnou hodnotu
smérnice jako asymptota hyperboly a je s touto asymptotou rovnobézna.(viz. obr.)

Izl ImplicitPlot[{3x-4y-12--0, 9x"2-16¥"2 -- 144,
Ix-dy==0, -3x-4y==0}, {x, -7, 7},
AspectBRatio — Automatic, PlotRange — -6, 6}]

Gr

Out[2]= = Graphics -
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b) h:8x* -9y’ =144, p:x-7y+22=0

. 8
rovnice asymptot y ==+ \/; X

Spocitame soutadnice prisecikil

= Solve[fx-Ty+22=-0, 8x"2-9y"~2 -- 144}, {x, ¥}]

il (I -, o o

— Aﬁ}, {xqﬁ,y—;d}}

ndl= Solve[fx-Ty+22:--0, §x"2_9y"~2:-144), {x, y}] //
N

= {{X— -4.96606, ¥ —»2.43342), {H—=6., ¥+ 4.1}

Soustava rovnic ma dvé riiznd feSeni, pfimka a hyperbola maji dva rizné spole¢né body,
primka je se¢nou hyperboly.
n[5]:= IlT[llicitPlut[{x— TY+22:-=-0, §x*2-9y"2 - 144,
4x-~18 y==0, -4x-~ 18 ¥-- n}, fx, -7, 7},
hspectRatio — hutomatic, PlotRamge — [ -6, & }]

Gr

Wt[5]= = Graphics -
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c) h:64x>-81y> =5184, p:2x—-y=0

rovnice asymptot

[64
=+ |— x
g 81

Spocitame soutadnice praseciki

InfEl= Solwve[f2x-y¥-==0, 64 x*2 -1 ¥"2 ==5184}, {x, ¥}]

- {{H_}_ L ?21} {}H i ?2:‘1}}
A 85 A B5 . i

Soustava rovnic nema feSeni v oboru redlnych c¢isel, pfimka a hyperbola nemaji spole¢ny

vvvvvv

n@]:= ImplicitPlot[{?2x-y--0, 64 x"2 - §1y"2 ==5184,
Bx-9y--0, -8x-9y--0}, fx, -12, 12},
AspectRatio — Automatic, PlotRange — {-6, 6}]

-10 10

O] = Graphics =
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d) h:4x>-y> =64, p:10x—-3y-32=0
rovnice asymptot

y == 2X

Spocitame soutadnice prisecikil

In(17]:= Solve[{10x- 3y -32:--0, 4x"2-¥"*2 =64}, {x; ¥}]

Ou[i?]= =5, ¥=6), Ix=5, vy=6]]

Soustava rovnic ma jedno feSeni, pfimka a hyperbola maji jeden spole¢ny bod. Smérnice
, 10 . . ., . o .
piimky kz?, smérnice asymptot je + 2. Smérnice piimky a asymptot jsou rizné, piimka je

te¢nou hyperboly
In[zz]:= TmplicitPlot[{10x-3¥-32:=-0, 4x"2 -y 2 :- 64,
2x-¥y-==0, -2x-y--0}, {x, -10, 10},

AspectRatio — Automatic, PlotRange — {-15, 15}]

15

10+t

=10 -5 5 n

=10

15t

Out[23]= - Graphics -
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Parabola

Parabola a jeji rovnice

Z vrcholové rovnice paraboly ziskame soufadnice vrcholu paraboly a parametr paraboly.

a) y’ =5x
soutadnice vrcholu V[0,0]

In[]= ImplicitPlot[y"2 == 5x, {x, -12, 12},
PlotStyle — RGBColor[0, 1, 0]]

Out[@]= = Graphics -
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b) y’=-5x
soutadnice vrcholu V[0,0]

n[i1]:= ImplicitPlot[¥*2 -- -5x, {x, -12, 12},
PlotStyle — RGBColor[1, 0, 0]]

t[i1]= = Graphics -
c) Y’ +2x+2=0
vrcholova rovnice y? = -2+ (x +1), soutadnice vrcholu V[-1,0]

n[i:= ImplicitPlot[¥"2 +2x+2:=0, {x, -12, 12},
PlotStyle — R6BColor[1, 0, 1]]

Out[12]= = Graphics -
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d) o) Y -2x+2=0

vrcholova rovnice y* =2-(x 1), soutadnice vrcholu V[1,0]

3= ImplicitPlot[¥*2 -2x+2::0, {x, -12, 12},
PlotStyle — REBColor [0, 0, 1]]

Out[13]= = Graphics -

e) Yy —-4y+x+1=0
vrcholova rovnice (y —2)* = —(x—3), soufadnice vrcholu V [3,2]

In[14):= ImplicitPlot[y"2 -4y +x+1:-:0, {x, -12, 12},
PlotStyle — RGEColor[0, 1, 0]]

-1z -1 - -6 -4 -Z Z

Out[14]= = Graphics -
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g) X —6Xx-2y+7=0

vrcholova rovnice (x—3)* =2(y+1),  soufadnice vrcholu V [3,-1]

nz4):= ImplicitPlot[x*2 -6x-2¥+7T--0, {x, -18, 18},
PlotStyle — RGBColor[1, 1, 0]]

200
150
Loo
50

“Eaas] f1as

Out[z4]= = Graphics -
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Vzajemna poloha primky a paraboly
Vz4jemnou polohu piimky a paraboly zjistujeme feSenim soustavy jejich rovnic.
Ptimka je seCnou paraboly, mé-li s parabolou spole¢né dva rtizné body, nebo ma spolecny jeden

bod a je rovnobézna s osou paraboly.
Piimka je tecnou paraboly, ma-li s parabolou spolecny jediny bod a neni rovnob&zna s osou

paraboly.
Ptimka je vné&jsi ptimkou paraboly, nema-li s parabolou zadny spole¢ny bod.

V ptipadég, Ze maji spole¢né body, urcete jejich soutadnice.
a) y’=6X, 6x-y-12=0

Spocitame soutadnice praseciki

ARE= Solve[{6x-y-12-=-0, ¥y 2= 6x}, {x, ¥}
ouer {{x~ —, y~-3}, fx~ 2, v~ 4}]

In(2z7]:= Solve[fex-¥-12--0, y"2--6x}, fx, ¥¥]1 /fH

Out[E7]= {{x— 1.5, ¥= -3.1, {X— Z.66667, 7= 4.1}

Soustava ma dvé riizna feseni, pfimka a parabola maji dva rtizné spole¢né body, piimka je
secnou paraboly.

Infz5]:= ImplicitPlot[{6x-y-12--0, ¥y"2-- 6x}, {x, -7, T},
hspectRatio — Automatic, PlotRange — £ -6, 6}]

Out[25]= = Graphics -
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b) y>=10x, 2x+2y+5=0
Spocitame soutadnice prisecikil
In(23]= Solwve[{f2x+2y¥ +5 =0, ¥y~ 2-- 10 x}, {x, ¥v}]

g {{x - ; g -5}, {xo ; y--5})

Soustava ma jeden dvojnésobny koten, pfimka a parabola maji jeden spolecny bod, pfimka je
te¢nou paraboly.

Inf5)= ImplicitPlot[{2x+2y¥ +0=-0, ¥y*2=- 10x}, {x, -4, 10},
AspectRatio — hutomatic, PlotRange — {-9, 6}]

Er

10

Marflz = Franhins -
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c)  Yy'=7X, y+3,5=0

Spocitame soutadnice praseciki

(9= Solve[{y+ 3.5 =0, ¥y*2 == Tx}, {x, ¥}]
Out[38]= {fx—=1.75, y—= -3.5}}
Soustava ma jedno feSeni, pfimka ma s parabolou jeden spole¢ny bod, ptimka je se€nou

rovnobéznou s osou paraboly.

Inf40]:= ImplicitPlot[{y+3.0 =0, ¥"2 == Tx}, fx, -4, 10},
hspectRatio — hutomatic, PlotRange — {-9, 6}]

3

Out[40]= = Graphics -
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d) y=x+7, y>=6x
Spocitadme soutadnice priseciki.

Inf[41]:= Solwve[{y-=--x+ 7, ¥*2 =-bx}, {xX, ¥}]

ol [lx—-4-1+33, v-3-12+33],
{:{—}—4+1ﬁ,}*—}3+1ﬁ}}

Soustava nema realné koteny, pfimka a parabola nemaji spole¢ny bod, pfimka je vné&jsi
pfimkou paraboly.

In(43]:= ImplicitPlot[{y¥-=-x+ 7T, ¥*2==6x}, {x, -6, 10},
hspectRatio - lutomatic, PlotRange — {-9, 6}]

Er

Mld3l= = Franhins -
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4. KAPITOLA - Derivace funkce a jeji vyuziti

Geometricky vyznam derivace funkce v bodé

Smeérnice teény
Ma-li funkce f vbodé X, derivaci, tak derivace f'(x,) uréuje smérmici teény k;ke grafu

funkce fvbodé dotyku T[x,,f(x,)]. Rovnice teény ke grafu funkce méa tvar
y—Fx)= (%) (x=x,).

ve tvaru y - yO = kT (x - x0).

a) y=2x" T[-Ly,]
Nejdiive nadefinujeme funkci

In[2e]:= Clear[f]
I[x ]:=2+x"3

Druhou soufadnici bodu dotyku spo¢itame jako hodnotu funkce f (— 1).

£[-1]
Out[8]= -2

Bod dotyku ma soutadnice T[-1,-2]

Nyni spo¢itame prvni derivaci funkce f .

In[29]:=
£'[x]

ot 6kt

Spocitdme hodnotu prvni derivace funkce pro X = —1
In[22]:=

£'[-1]

Out[zZ]= &

NapiSeme rovnici teCny y + 2 = 6(X + 1) ve smérnicovém tvaru y = 6X+4
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Vysledek oveéfime graficky

In[24]:=
Plot[{f[x], 6x+4}, {x, -1.5, 1.5}]

& /
2
0.5 1 1.5
-2
-
-5

Dut[Z4]= = Graphics =

Na tomto piikladu bylo ukazano feSeni po krocich, kdyZ nepouZijeme pocita¢. UZitim
pocitace ziskdme snadno rovnici te¢ny i graf.

In[z5]:= Solwve[y- £[-1] == £'[-1] »{x+ 1), ¥] /f Simplify

Outf25]= fivy—= 4+ 06X

b) y =th, Tl:%ﬂ-a y0:|

In[40]:= Clear [g]
glx_1:= Tan[x]

g[l1/f4]
o[ 1
In[44]:=

o' [x]

Out[44]= SE::[:-:]2

In[G]:=
g'[1f47]

Dut[46]= 2
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In[4a]:=
Y-g[l/da] =g '[1f27x]»(x-1/47)

OwpEl -1+ ¥ == (-% +x)

In49]:= Solve[y-g[lsim] =gq'[1fd ]« {x-1Fam), ¥] if
Simplify

Ot [49]= {{y—> 1- ; +2 x}}

Plot[{gl[x], 1-mf2+2+x}, {x, 0, 1.2}]

/ 0.4 0.6 0.a 1 1.z
-0.E

= Graphics -

v bod¢ T[ xo, yo].

2x? -1 1
- T -,
a) Y X+1 [ 2 y”}

Nadefinujeme funkci a spoc¢itame druhou soutadnici bodu dotyku.
In[i00]:= Clear[£]

£[x 1= (2#x"2-1) 7 (x+1)
f[-172]

Out[102]= -1

Spocitame prvni derivaci a jeji hodnotu pro xo.
In[103]:=

£'[x] f7 Simplify

l+dx+2xt

g ————
[1+x)1t

In[104]:=
£'[-172]

Jut[ind= -2
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NapiSeme rovnici teny a sestrojime graf.
In[105]:=

Y- F[-172] == £'[-172] »{x+1/2)

Out[i0s]s 1+ ¥ == -2 (% +x)

In[106]:=
Solve[y-f[-172] ==£'[-1/2] v (x+172), ¥] /f Simplify

Out[i0E]= {fv—= -2 (L+x1})

In[117]:=
Plot[{£f[x], -2 v {1+X}}, {x, -6, 6}, AspectRatio - Jutomatic,
PlotRange — {-10, 23]

-1l0t

Out[117]= = Graphics -

3x—1
2X+3

b) y= T[Osyo]
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In[118]:= Clear[£]
£[x J:= (3rx-1} 7 (2X+3)
E[0]
1

[ - —
3

In[121]:= £ ' [x] /f Simplify

11

t[iil]r —04————

(3+2x)t
In[122]:=

£'[0]
ot [123] -
It = —

9
n[123]:=

y-£[0] == £ '[0] »x

11=
o

it [123] !
ut = — +¥F ==
3

n[1z4]:= Solwve[y- £[0] == £ '[0] »x, ¥] FFf Simplify
1
Wit [124]= {{y_} S 3+ 1L xj}}
1
nitzrl= {{¥— 3 (-3+11x)}}
Plot[f£f[x], 1/9+{-3+11x)}, {x, -1, 3}]

Wt [127]= {{y—> é (-3 +11 xj}}

wt[128]= = Graphics -

Prabéh funkce

Monoténnost funkce

1) Nalezneme nulové body ( v téchto bodech je f '(X) =0)

2) Tyto body rozd¢li defini¢ni obor na jednotlivé intervaly.
3) Zjistime znaménko f' v jednotlivych intervalech.

4) Vyslovime zavér
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a) y=3x-x’
Funkce je definovana na mnozing D(f)=R.

Nadefinujeme funkci, spocitdme jeji prvni derivaci a ur¢ime nulové body.
In[Fl:= Clear[f]

ffx J:=3»x-x"3
£'[x] /7 Simplify

Outfs - 3x
In[10]:=
Solve[f'[x]==0, x]

out[i0}= {fx—= -1}, {x—=1}}

Oba koteny rovnice jsou realna ¢isla, jsou tedy nulovymi body. Defini¢ni obor rozdélime na
intervaly J, =(-o0,-1), J, =(=L1), J, =(l,0). V jednotlivych intervalech si zvolime
libovolny bod a vypocitime hodnotu derivace funkce vtomto bodé. Zvolime
napiiklad-2€J,,0eJ,,5€ ],

n[1]= £'[-2]
out[i1]= -9
In[12]=

£1[0]
out[iz]= 3
In[13]=

£1[5]
mut[i3]= =72
Zaver:

f'(— 2)( 0,z ¢ehoz vyplyva, ze f'(x)( 0 pro kazdé x e (— 00,—1), a tedy funkce je v celém
intervalu J, klesajici.
f'(O)) 0,z ¢ehoz vyplyva, ze f'(x)} 0 pro kazdé XE(— 1,1), a tedy funkce je v celém
intervalu J, rostouci.
£'(5)( 0,z &ehoz vyplyva, ze f'(x)(0 pro kazdé xe(l,»), a tedy funkce je v celém
intervalu J, klesajici.
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Pro lepsi predstavu si graf nakreslime.

In[i4]:= grf = Plot[£[x], {x, -2, 2}, PlotStyle — Thickness[0.008]]

z 1

Out[14]= - Graphics -

Jesté si ukdzeme grafickou metodu zjiStovani znaménka derivace. Nakreslime graf prvni
derivace funkce na intervalu, ktery bude obsahovat vSechny nulové body.

In[i5]= grder = Plot[£'[x], {x, -2, 2}, PlotStyle — Thicknes=s[0.004]]

SN

-Z 1 1 Z

Out[15]= - Graphics -

Zaver:

Body, ve kterych graf derivace protina osu x jsou nulové body X, = -1, X, =1. Vidime, ze
graf derivace je pod osou x na intervalech (—o0,~1),(1,20), a tedy funkce je zde klesajici.
V piipadé intervalu (—1,1) je graf derivace nad osou x, a tedy funkce je zde rostouci.

Pro lepsi predstavu spojime oba grafy do jednoho obrazku.
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In[6]:= Show[%14, %15]

el

Cut[16]= = Graphics -

b) y=x"-e”

D(f ): R, nadefinujeme funkci, uréime prvni derivaci funkce a nulové body, které rozdéli

defini¢ni obor na intervaly, ze kterych vybereme libovolné body. Uré¢ime hodnotu prvni
derivace funkce v téchto bodech, sestrojime graf funkce a prvni derivace

In2e]:= Clear[f]
flx 1:= g™
f'[x] fF Simplify

Out[Esl= -k (-2 + X1 X

In[29]:=
Solve[f'[x]--0, x]

outfze]l= {{Xx—=0}, {x—=2}}

Inf20]:= ffx— 0}, fx— 21}
£'[-3]

Outfi]l= {{=x—=0}, Ix—=2}}

o= -15&

In[32]:=
f'[1]

Out[32]=

|-
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In[33]:=
£'[7]

15
O[3 - —
|E5

nE7)= grf = Plot[£[x], {x, -2, 6}, PlotStyle — Thickness[0.009]]

" 2 2 5
Out[i7]= = Graphics -

Inf23]:= grder = Plot[£'[x], fx, -2, 6}, PlotStyle — Thicknes=[0.004]]

- e 2

ut[3]= = Graphics -

In[3]:= Show[%37, %38]

1.5}

t[3]= = Graphics -

Lokalni extrémy funkce
o Necht' f'(x)=0 anecht existuje v bodé x, druha derivace.

o Je-li f"(x,)( 0, ma funkce f vbod& x,ostré lokalni maximum.
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o Je-li £"(x,)) 0, mafunkce f vbodé X, ostré lokalni minimum.

y =3x> —2x°.

Nadefinujeme funkci, uréime prvni derivaci funkce, v nulovych bodech nulové body, druhou

derivaci funkce a spoc¢itime hodnotu druhé derivace funkce
In[4]:= Clear[£]

f[x ]1:=3+»x"2-2+x"3
£'[x]

OutfEl= 6 - &xt

In[f]:=
Solve[f'[x] -- 0, x]

Out[fl= §{x—= 0}, {x—=1}}

In[&]:=
£ [x]

Ot 6- 12 x

In[d]:=
| L [n]
Outfd)= &
In[10]:=
| [1]

[0 -6

Z vysledku vidime, ze vbodé X, =0 je f"(O)) 0, a tedy vtomto bodé¢ nastiva lokalni
minimum, v bodé x, =1 je f"(1)( 0, a tedy zde nastavé lokalni maximum.
Pro ilustraci si situaci zobrazime.

3= Plot[£[x], {x, -1, 2}, PlotStyle — Thickness[0.005]]

ra

)

Out[123]= = Graphics -
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Konvexnost a konkavnost funkce

Konvexnost nebo konkavnost funkce, kterd ma druhou derivaci, budeme vySetfovat tak, Ze
nalezneme intervaly, na kterych je druhd derivace funkce kladnd nebo zaporna. (Pii hledani
intervalll a znamének postupujeme stejné jako pifi vySetfovani monotonnosti funkce.)

o Je-li T"(x,)) 0, pak je funkce f vbodé x, konvexni.

o Je-li "(x,)(0, pakje funkce f vbodé x, konkavni.

y =x> —3x°

Funkci nadefinujeme , uréime druhou derivaci funkce, nulové body z rovnice f"'(x)=0. Nulové
body rozdéli definicni obor na intervaly, ve kterych budeme zjisStovat hodnotu druhé derivace.

In(14]:= Clear[f]
ffx J:=x"3-3F3x"2
f'[x]

O[] —6x + 3%

In[17]:=
£ [x]

Ou[i?] -6 +6x

In[18]:=
Solve[f''[x]==0, x]

Out[18]= {ix—= 111

Bod x=1 ndm rozdéli defini¢ni obor D(f)=R na dva intervaly J, =(-o0,1),J, = (I,c0).
V prvnim intervalu si zvolime napiiklad X, =-2 a ve druhém intervalu X, =3. Vypocitame
hodnoty druhé derivace funkce v téchto bodech a sestrojime graf.
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In[19]= {fx— 1}}
£''[-21

Out[lg]= fdix—= 111

Dut[20]= -15

Inf21]:=
f 11 [3]

mut[E1]= 12

In[22]:=
Plot [£[x], {x, -3, 4}]

\/ﬁ 4

Out[22]= = Graphics =

Pro lepsi predstavu sestrojime v bodech X, =—2 a X, =3 te¢ny ke grafu funkce.
In[15]:= Solve[y- £[-2] == £'[-2] » (x+ 2}, ¥] // Simplify

o[l (v — 4 (7+6x)11}
n[6]:= Solve[y- £[3] == £ '[3]1~ (x-3), ¥] // Simplify
Out[i6]= {{¥—9 (=3 +x)}}

In[20]:=
Plot[{f[x], d~ (T +06wvx), Fn{-F+x)}, {x, -2.8, 9}]

Outf201= = Graphics -
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Zaver:
Je-li bod z intervalu J, je f ”(X0 )( 0 a graf funkce je konkavni — pod tecnou sestrojenou v bod¢

(%9 £x,)]

Je-li bod z intervalu J, je f ”(XO )) 0 a graf funkce je konvexni — nad te¢nou sestrojenou v bodé
[xo (%)
Inflexni body funkce

e Necht' funkce f ma vbodé X,derivaci. Jestlize v tomto bod¢ pfechazi graf funkce f

z polohy konvexni do polohy konkdvni nebo naopak, nazyvame bod X, inflexni bod

funkce f .
e Je-li bod X, inflexnim bodem funkce f a ma-li funkce f v tomto bod¢ druhou derivaci,
pak f'"(x,)=0.

e Plati-li pro funkci f vbodé x,,7e f"(x,)=0 a f"'(x,)# 0, pak ma funkce f vbod&

X, inflexni bod.

Postup hledani inflexnich bodti:
1) Res$enim rovnice f”(X):Onalezneme »podezielé body“, ve kterych miiZze mit funkce

inflexni body.
2) Vypocitdme hodnotu f"'(x) nebo zjistime znaménkové zmény druhé derivace v okoli

téchto bodu.
3) Vyslovime zavér.

X
1+ x*

y

Defini¢ni obor D(f)=R.
Infz4]:= Clear[£]
ffx J:=xf{1+x"2}
£'[x] /7 Simplify

i

Out [26]=
(L+xf)t
In[28]:=
£''[x] £ Simplify
2% (-3 +x1)
e ——————
(1+ui)?
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In[29]:=
Solve[f''[x]-==-0, x]

Out[29]= {{x—>lil}, {xa—ﬁ}, {x—:ﬁ}}

Inf30]:= Solwve[f''[x] -0, x] /ffH
Outf0]= i —=0.%, {x— -1.73205}, fx—= 1.7320511
In[31]:=

£'''[x] ff Simplify

6rl-axf+xth
ompl]s ————  ©
[lexiyt

Kofeny rovnice f"(x): 0 jsou realna ¢isla, mizeme vypocitat hodnotu tfeti derivace v téchto

bodech.
In[32]:=

flll[n]

Ot [32]= A

In[33]:=

0[]

Dt [33] ’
ut S—
1la

In[34]:=

fro [_ﬁ]
O] —
[24]= 16
Ve vsech piipadech je hodnota tfeti derivace funkce rtiznd od nuly. Ziskavame inflexni body

I, =[0,0] 1, {fs,g} 1, {—fs,—g}.

Na zavér nakreslime graf funkce a)
graf funkce s te¢nami sestrojenymi v bodech 1, I,, |,
In[H]:=
Plot[£[x], {x, -10, 10}, PlotStyle — Thickness[0.008]]

Out[46]= = Graphics -
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In[35]:=
£[0]

mut[385]= 0

In[36]:=

£[3]
3
4

Out [36]=

In[37]:= f[ﬁ] frH

outpTlE 0. 433013

npE]= £[-+ 3 ]
DUt 33 :
ut[3E]= - ——

[33] 3
In[#3]:=

solve[y- £[v3] == €' [¥3 ] (x-~3), ¥] 77 simplify
Ot [43]= {{Y—>% (Sﬁ —x]l}}

nf4= Solve[y- £[-A/3 ] == £'[-A3 ] » (x++3), ¥] 77 simplitfy
Ot [44]= {{y—>§ (-3+3 —xj}}

In[45]= Solve[y- £[0] == £ ' [0] X, ¥] /7 Simplify

Out[46]= {{¥—x}}

ngel= PLot[{£[x], 1/8x (33 -x), 178+ (-3 »~3 -x), 0},
{x, -5, 5}, PlotRange — {-0.9, 0.9}]

Wt[56]= = Graphics -
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VySetrovani pribéhu funkce

Postup pri vysSetrovani pribéhu funkce

1) Defini¢ni obor, funkce suda, lichd, periodicka

2) Prlseciky s osami X, Yy

3) Nulové body, intervaly monotonnosti

4) Lokalni extrémy

5) Inflexni body, intervaly konvexnosti a konkévnosti
6) Asymptoty grafu funkce

7) Graf funkce

1) D(f)=R-{1}
InEs]:= Clear[£]
flx J:=x"2f({x-1)

£[2]
Out[G0]= 4
In[Gi1]:=
f[-2]
Out [fi1] 2
ut SRS
3

Z vypoctu vyplyva, ze funkce neni sudé , licha ani periodicka.
2)

Solve[x"2F (x-1) == 0, x]

otEs= [{x— 0}, {x—=0}}

InFi]= fix—= 0}, {x—= 0%}
fLo]

out[fi]= {{x—=0%, fx—=0}1

out[F2]= O

Funkce mé s osami jeden priisecik A[0,0]
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3)

In[fd]:=
£'[x] £/ Simplify
o 2T E
[-1+x1¢8
e 2RI X
{-1+x)°

Solve[f'[x] == 0, x]

[-2+X)1 X

on[fe]z —m—
el i-1+x1t

Out[Fe]= fdx—= 0}, fx—o 21}
In[f7]:=
fLo]
Out[F7]= 0O
In[Fa]:=
£f[2]

Out[Fa]= <

Funkce ma dva nulové body B[0,0], C[2,4]. Defini¢ni obor se rozdéli na intervaly
J, =(=0,0), 3, =(0,1), I, =(1,2), J, =(2,0). Zvolime -4€J,,05¢€J,,15¢J,,5¢€J,a
urcime hodnoty prvni derivace funkce v téchto bodech.

I'[-4]
out[Fal= 4

Qut 0] 24
ut[alls —
23

In[22]:=
£'[1F2]

mut[EE]= -3

In(E3= £'[3F2]

out[Ea]= -3
InEd]:= £'[9]
Qut o] 15
it = —
16

Zavér: Funkce je rostouci na intervalech (—0,0), (2,00) a klesajici na intervalech (0,1), (1,2)
4)
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nEs)= £ [0]

u[E5]= -2

npel= £ [2]

Out[E]= 2
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V bodé B[0,0] nastava lokalni maximum funkce- f''(0)( 0, v bodé C[2,4] nastava lokélni
minimum- f”(2)) 0.

5)
nEe= £ [x] /7 Simplify
Ju ) Z
ut B e————
el (-1 4212

In[@E?]:= Solwe[f''[x] == 0, x]

Out[37]= 1}

Rovnice nema feSeni, inflexni body funkce nema.
6) Asymptota bez smérnice ma rovnici X =1, asymptota se smérnici ma rovnici y =ax+b

In[a]:=

Limit[f[x] Ffx, x— Infinity]
Out[@d)= 1

a=1

Limit[f[x]-x, x - Infinity]
Out[@5]= 1

1

h=1

asymptotaly==-x+1
Plot[{f[x], x+1}, {x, -&, &}, PlotRange — {-&, §}]

17 L+ x

N

wt[112]= - Graphica -
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